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$ 1. REALIEJI SKAICIAI 


1. [zanginës pastabos 


Skaičių jūs mokotės nuo pirmųjų klasių. I$ pradžių susipaži- 
note su natūriniais, vėliau — su teigiamais racionaliaisiais, dar 
vėliau — su neigiamais skaičiais. VII klasėje susipažinote su ira- 


clonaliaisiais skaičiais (tokių skaičių рг yzdZiai buvo V 2 ir x). 
Po to sužinojote, kad racionaliųjų ir iracionaliųjų skaičių aibių 
sajunga vadinama realiųjų skaičių aibe ir žymima R. 

Su realiųjų skaičių aibe (nors apie tai tiesiogiai ir nebuvo pa- 
sakyta) susidūrėte ir per geometrijos pamokas, kai buvo kalbama 
aple atstumą tarp taškų. 

Realieji skaičiai buvo žymimi įvairiai. Pavyzdžiui, racionalieji 
skaičiai užrašomi taip: 2) čia pezZ, qexN. Tačiau juos buvo gali- 
ma išreikšti dešimtainėmis trupmenomis (baigtinėmis ir begalinė- 
mis). Pavyzdžiui, 

1 


3 . 
z =0,5; = =0,6; 


3 =0,3333333.... 


Be to, buvo vartojami ir specialūs žymėjimai: 
ys VT log; 13, л ir pan. 


Kuriant realiųjų skaičių teoriją, labai patogus vienodas skai- 
čių užrašymas. Tai begalinės dešimtainės trupmenos, su kuriomis 
ausidūrėte dar penktoje klasėje. 

Sveikuosius skaičius ir baigtinės dešimtaines trupmenas taip 
pat galima užrašyti begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis, pa- 
pildant juos iš dešinės begaline nulių seka: 


17=17,00000...; 0,520,50000...; —3,71= —3,7100000... . 


Taip užrašant neigiamus skaičius, patogu minuso ženklą prieš 
neigiamą sveikąją dalį rašyti viršuje: 


—2>2,00000..., —3,715= —4+ 0,285 = 4,285000 ... . 


Begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis užrašomi ir iraciona- 
lieji skaičiai, tokie kaip V2 ir a: 
V 2—1,1421356..., 1—3,14159265358... . 
Apskritai kiekvieną jau žinomą realųjį skaičių r galima iš- 
reikšti begaline dešimtaine trupmena: 
, Г= 4), 010208... Qn ..., 
kai d, — sveikieji skaičiai, be to, 0 <a, <9 (k=1, 2, 3, ...). 
Skaičius ag yra skaičiaus r sveikoji dalis, t. y. а= [r], аһ — 
skaičiaus r dešimtainiai ženklai, o skaičius 
0, 240503 ... Ga... 
yra skaičiaus r trupmeniné dalis, t. у. 
0, 2,0503... An. 2-7). 


Trupmenos, gaunamos reiškiant racionaliuosius skaičius bega- 
linémis dešimtainėmis trupmenomis, yra periodinės, t.y., prade- 
dant nuo tam tikros vietos, vienas skaitmuo arba skaitmenų grupė 


i ME š 12 š xs š 
kartojasi. Pavyzdžiui, paverskime = begaline dešimtaine trup- 
mena: 


Gave du kartus liekaną 10, toliau galime nebeskaičiuoti, tiek lie- 
kanos, tiek ir dalmens skaitmenys kartosis. Todėl 


12 —0,218181818181818 ... | 


Besikartojanti skaitmenų grupė vadinama periodu їг rašoma 
skliausteliuose: 


0,2(18) vietoj 0,218181818..., t. y. —0,2 (18), 


1,(8) vietoj 1,33333333..., tL. y. — 2 - 1. (3). 


Aštuntame skyrelyje parodvsime, kad kiekviena begalinė de- 
šimtainė trupmena reiškia kokį nors racionalųjį skaičių. 
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Pratimai 


Išreik“kite begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis: 

3 3 7 2 3 
1.7.2.25. 3. – 16: %®з 5. – 7: 6. — 7,935. 

Atlikite veiksmus іг atsakymą išreikškite begalinémis dešim- 
tainėmis trupmenomis: 


1,2 2 | 4 
7. 3*7: 8. y 0,17. 9. > +0,3. 


5 4 2 3y. 2 
10. 2-04. 11: 5:5. 12 (-3):5- 
Palyginkite skaičius: 
13. 17,586631 ir 17,586897. 14. —2,37561 ir —2,37571. 


15. —0,786 ir 0,687. 16. 0,2444444 ir 0,244. 17. 0,428571 iri. 
. 6 
18. 0,461538 ir 15. 


2. Realieji skaiciai 


Skaičiaus sąvoka susiformavo laipsniškai, didėjant prakti- 
niams poreikiams. Nuo seniausiųjų laikų skaičiai buvo vartojami, 
skaičiuojant daiktus ir matuojant dydžius. 

Atsakymas į klausimą „kiek elementų turi tam tikra baigtinė 
aibė?“ visuomet reiškiamas arba natūriniu skaičiumi, arba nuliu. 
Vadinasi, visų sveikųjų neneigiamų skaičių aibės 

20-10, 1, 2; 3; ...) 


pakanka, norint suskaičiuoti nedalomus daiktus. 

Matuojant dydžius, būna kitaip. Atstumas tarp dviejų gyven- 
viečių gali būti lygus 3,5 kilometro, kambario plotas — 16,45 
kvadratinio metro ir t. t. 

: Visi praktiniai dydžių matavimai yra apytiksliai. Jų rezultatą 
norimu tikslumu galima išreikšti racionaliosiomis trupmenomis 
arba specialesniu būdu baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis. 
Pavyzdžiui, matuodami vieno centimetro tikslumu kvadrato, kurio 
kraštinės ilgis vienas metras, įstrižainę, sužinosime, kad jos ilgis 
apytiksliai lygus 1,41 m. Matuodami vieno milimetro tikslumu, 
gausime, kad ilgis apytiksliai lygus 1,414 m. 

Tačiau matematikoje dažnai nekreipiame dėmesio į praktinių 
matavimų apytikslį pobūdį. Stai geometrijoje įrodoma, kad kvad- 
rato įstrižainės ir jo kraštinės ilgių santykis turi būti lygus skai- 
čiui, kurio kvadratas lygus 2, t. y. skaičiui V 2. Iš septintos kla- 
sės algebros sužinojote, kad tokio racionaliojo skaičiaus nėra. 
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Sakoma, kad šis skaičius iracionalus. Jūs žinote ir būdą, kaip gauti 
kiek norima skaičiaus V 2 dešimtainių ženklų: 
V 2—1,41421356 ... . 


Kitas iracionaliojo skaičiaus pavyzdys zali būti skaičius „pi“— 
apskritimo ir jo skersmens ilgių santykis: 
л=3,14159265358...; 


arba skaičius lg 3: 
lg 3=0,47712.... 


Visi skaičiai, kuriuos galima užrašyti begalinėmis dešimtai- 
nėmis trupmenomis, sudaro realiųjų skaičių aibę. Griežtoji res- 
liųjų skaičių teorija vra gana sunki ir neįeina į vidurinės mokyklos 
programą. Tačiau bendrais bruožais su vienu jos sukūrimo būdų 
susipažinsime. 

1. Tariame: a) kiekvieną realujj skaičių a atitinka (kalp jo 
išraiška) begalinė dešimtainė trupmena: 

а= 00, Ailg... C... ; 


b) kiekviena begalinė dešimtainė trupmena reiškia realųjį 
skaičių. 

Tačiau šiuo atveju dešimtainę trupmeną, kuri baigiasi begaltr s 
devynetų seka, natūralu laikyti tik antrąja skaičiaus išraiška do- 
šimtaine trupmena, besibaigiančia begaline nulių seka: 


0,99999 . . . == 1,00000..., 12,76599999...--12,76600000.... 
Tokį susitarimą paaiškinsime pavyzdžiu: 
0,(9) =3-0,(3) =3-+ =1. 


Tik atmetus dešimtaines trupmenas su devynetu periode, gau- 
nama abipus vienareikšmė realiųjų skaičių aibės ir begalinių de- 
šimtainių trupmenų aibės atitiktis. 

2. Įvedame dviejų realiųjų skaičių x ir y palyginimo taisyklę. 

Jeigu skaičiaus x sveikoji dalis mažesnė už skaičiaus y svei- 
kaja dalj, tai ir pats skaičius x mažesnis už skaičių y. Lyginant 
du skaičius, kurių sveikosios dalys lygios, reikia žiūrėti į jų trup- 
menines dalis. Pavyzdžiui, 

15,80405...«15,30410... , 
nes šių skaičių sveikosios dalys ir trys pirmieji dešimtainiai ženk- 
lai po kablelio yra lygūs, o kairiojoje pusėje esančio skaičiaus 
ketvirtasis ženklas po kablelio yra mažesnis: -0<1. | 

Išreikštu begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis realiųjų 
skaičių palyginimo taisyklę galima suformuluoti taip: 


Qo, 4,4545...« Бо, 51:04... , 
jeigu ах Од ir a;=b;, kai i<k. 
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3. Apibrėžiame aritmetinius veiksmus (operacijas) su realial-: 
siais skaičiais: sudėtį їг daugyba, atimtį ir dalybą (Zr. З skyrelį). 

4. Parodome, kad nelygybės ir aritmetinės operacijos, apibrėž- 
tos realiųjų skaičių aibėje, turi pagrindines savybes, būdingas 
joms racionaliųjų skaičių aibėje. (Šios savybės išvardijamos 
„Kartojimo medžiagoje“, 2 skyrelyje.) 

Aritmetinių veiksmų savybėmis d>žnai remiamės, tapačiai per- 
tvarkydami reiškinius. Pavyzdžiui, pazal sudėties jungimo dėsnį 


(a+b)+c=a+ (b+c) 
galime skaičių a, b ir c sumą rašyti be skliaustų: 
а--5-с. 


Įrodant tapatybę (02--0)2--а2--245--52 paeiliui taikomi skirs- 
tymo ir jungimo dėsniai, taip pat ir daugybos perstatymo dėsnis: 


(4--5)2-4(4--0) (a4- b) = (a4-b)a-- (a--b)b — (a2+ ba) + 
+ (ab 4- 5?) — a? 4- (ba -- ab) -- b?— a?-- (ab -- ab) +02 = 
— Q? -- 2ab + b?. 


Susije su nelygybémis Zinomi apibréZimai taip pat tebegalioja. 
Pavyzdžiui, skaičius x vadinamas neneigiamu, kai xzz0; kai x<0, 
o y>0, tai sakoma, kad šie skaičiai skirtingų ženklų; skaičiaus 
modulis apibrėžiamas kaip ir anksčiau: 

f x, kai хї»0, 


|*|= 1 х, kai x<0. 


Pratimai 


19. Sakykime, kad realusis skaičius x tenkina nelygybės 
3,6079 <x<3,6080. 


Parašykite begalinės dešimtainės trupmenos, kuria reiškiamas 
skaičius x, pirmuosius keturis dešimtainius ženklus. 
20. Palyginkite skaičius: 


a) VTO ir 3,15; b) У2- V3 ir Ү5-1. 
Remdamiesi aritmetinių operacijų dėsniais, jrodykite tapatybes: 


21. (a+b) (a—b) —a?— 2. 
22. (a—b)?—a?—2ab + b?. 
23. (a--b)3— a3--3a?b 4- 3ab? 1-6". 
24. (a— b)? —a*—3a?b +- Зар? — 53. 
25. a$— 03 = (a— b) (a2 + ab -- b?). 
26. a34+63= (a--b) (a2 —ab 4- b?). 


Suprastinkite reiškinius *: 


a+b? 43-43 as+ bs at— b^ 
27. a4-b a—b ° 28. ай —а202+0* 24-02" 
Suprastinkite reiškinius ir apskaičiuokite jų reikšmes: 


29 ye ҮЕ 


orca key EE сос kai a=6, b=2. 
Va-V6 Va+V6 
1 Өөр тэгээ i = = 
30. ЗУ EXC! Ка! а--5, b —10. 
ij į 


31. ГЭ шил cA kai a=25, Бай, 
a —b а+а b +b 


32. A+ kai a—2, b=10. 
a +b а-а b +b 


3. Realiuju skaičių dešimtainiai artiniai su trūkumu ir su 
pertekliumi. Aritmetiniai veiksmai su realiaisiais skaičiais 


Skaičius 
Xn=Qo, Q102... ün 


vadinamas skaičiaus 
Х--ао, Ailg... An ... 


dešimtainiu artiniu su trūkumu 10-" tikslumu (arba n ženklų tiks- 
lumu), o skaičius 
X4 X4 4- 1077 


— dešimtainių artiniu su pertekliumi 10-^ tikslumu. 
Iš realiųjų skaičių palyginimo taisyklės išplaukia, kad 


EX SS Юуг 


1 pavyzdys. Parašykime skaičiaus x=5,37419... dešim- 
tainius artinius su trükumu ir pertekliumi 1 tikslumu, 0,1 tikslumu, 
0,01 tikslumu, ..., 0,00001 tikslumu: 


5%х<5+1=6: 
5,85: x «5,3 +0,1 =5,4; 
5,37 xx «5,37 +0,01 —5,38; 
9,974 «c x «(5,374 4- 0,001 = 5,375; 
5,3741 xz x «:5,3741 4- 0,0001 = 5,3742; 
5,397419 xc x <5,37419 + 0.00001 —5,37420. 


* Formulavimas ,suprastinti reiškinį“ reiškia grynai techninius pratimus. 
Gautasis reiškinys gali būti apibrėžtas aibėje, apimančioje pradinio reiškinio 
apibrėžimo sritį. Tačiau, jeigu tai specialiai nenurodyta, rasti šių sričių nerei- 
kalaujama. 
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Vartojant dešimtainius artinius, apibrėžiamos realiųjų skaičių 
sudėties ir daugybos operacijos, vadovaujantis tokiais sumetimais. 

Jei x ir y — racionalieji skaičiai, tai suma x+y jau yra api- 
brėžta, ir su kiekvienu п yra teisingos nelygybės 


X. Un SX - y X n d Ua. 


Sia sumos savybe galima taikyti ir bet kokiems realiesiems skai- 
čiams (nors ir dėl to, kad jų sumą būtų galima rasti apytiksliai). 
Matematinėje analizėje įrodoma, jog kiekvieną realiųjų skaičių x 
ir y porą atitinka toks vienintelis skaičius z, kad su kiekvienu 
neN yra teisinga nelygybė 


Xn T Un S2 X n- Un. 


Sis skaičius vadinamas skaičių x ir y suma (žymima x+y). 
2 pavyzdys. Raskime keturis pirmuosius sumos x+y de- 
šimtainius ženklus, kai 


x=1,23001... ir у-40,78044.... 


Čia daugtaškiu žymimi tolesnieji dešimtainiai ženklai, kurių spren- 
dimui nereikia. Parašykime duotųjų skaičių dešimtainius artinius 
penkių ženklų tikslumu. Tuomet 


Xs+ys=2,01045< x -- y  x's-- y's— 2,01047. 


Matome, jog kairėje ir dešinėje sutampa keturi dešimtainiai Zenk- 
lai. Vadinasi, x--y—2,0104... . 

Atsakymas. х--у-20104.... 

Neneigiamų realiųjų skaičių sandauga apibrėžiama analogiš- 
kai. Galima įrodyti, kad kiekvieną neneigiamų realiųjų skaičių x 
ir y porą atitinka toks vienintelis realusis skaičius 2, kad su 
kiekvienu n yra teisinga nelygybė 


Xnln SZ<X nY n. 


Skaičius 2 vadinamas skaičių x ir y sandauga ir žymimas xy. Api- 
brėždami realiųjų skaičių x ir y sandaugą, remiamės jau apibrėžta 
nendigiamy Каре |х| ir |y| sandauga, būtent susitariame, kad 
xy=— kai x ir y yra skirtingų ženklų skaičiai, ir xy= 
== |х|: || А kitais atvejais. 
Atimtis apibrėžiama kaip veiksmas, atvirkštinis sudėčiai, da- 
lyba — kaip veiksmas, atvirkštinis daugybai. 
Remdamiesi aritmetinių operacijų apibrėžimais, gauname pa- 
grindinės modulio savybes: 
„|| „1, 
s: =" 


IxI- ll s ени [14101 1и lx] 
Priminsime (žr. VII kl): jeigu |x—a|<h, tai skaičius х vadina- 
mas skaičiaus a apytiksle reikšme tikslumu h. Sakoma, kad хага 
tikslumu А, ir rasoma aex-h. 


1$ 


3 pavyzdys: ч 0,33 001 tikslumu; V2=14142 0,0001 


tikslumu; n=3,14159 0,00001 tikslumu. 

Apskritai realiojo skaičiaus х dešimtainis artinys 10-7 tikslumu 
yra skaičiaus x apytikslė reikšmė 10-7 tikslumu, t.y. xexa ir 
x=x, 107” tikslumu. 


Pratimai 


Raskite nurodytųjų skaičių dešimtainius artinius su trūkumu 
ir su pertekliumi 0,1; 0,01 ir 0,001 tikslumu: 
5 2 


33. 0,2664. 34. —1,27. 35. =. 36. — >. 


87. Patikrinkite, ar skaičiai 2,6 ir 2,7 yra skaičiaus } 7 dešim- 
tainiai artiniai atitinkamai su trūkumu ir su pertekliumi. 


38. Patikrinkite, ar 2,23= V5 0,01 tikslumu. | 
89. Žinoma, kad х--0,5638413..., у-41,34114825.... Raskite su- 
mos x+ penkis pirmuosius dešimtainius ženklus. 
Raskite 0,001 tikslumu: 


40. ++. 41. 2-ү7. 42. V34 V5: 43. VTO- VZ 


4. Koordinačių tiesė ir koordinačių plokštuma 


Kaip žinote, realiuosius 'skaičius patogu vaizduoti koordinačių 
tlesės taškais. Priminsime, kaip įvedamos koordinatės bet kokioje 
tiesėje I. 

Parinkime šioje tiesėje du taškus O, E (1 pav.) ir atkarpos OE 
Пеј laikykime ilgio matavimo vienetu. Tuomet atstumą tarp bet 
kurių dviejų taškų galėsime išreikšti neneigiamu realiuoju skai- 
čiumi. Priskirkime taškui O skaičių 0, bet kuriam spindulio OE 
taškui P — teigiamą skaičių |OP|, o kiekvienam spindulio OK 
taškui № — neigiamą skaičių — |ON|. Tuo pačiu kiekvienam tie- 
sės I taškui M priskiriame realųjį skaičių, kurį vadiname taško М 
koordinate ir žymime хм; tiesę l vadiname koordinačių tiese. 

Si atitiktis abipus vienareikšmė. Iš tikrųjų, bet kuriam skai- 
čiui x galima rasti vienintelį tiesės / tašką, kurio koordinatė x. 
Tai įrodysime, pavyzdžiui, kai skaičius хо neigiamas (atvejis Хо--0 
aiškus. atvejis хо>0 nagrinėjamas analogiškai). 


Kadangi Хос 0, tai taškas M, kurio „memm 
koordinatė Хо, turi priklausyti spindu- -2 -07 0 1 3 23 
liui OK, be to, хо--(ОМ|, t. y. |OM|= . 5 
= — Xo. Pagal viena geometrijos aksio- 
mą šiame spindulyje yra toks taškas, 
be to, tiktai vienas. Tai ir reiškia, kad 
tiesėje / yra vienintelis taškas, kurio 
duotoji koordinatė хо. 

Tašką, kurio koordinatė x, žymėsi- 
me M(x). Pavyzdžiui, 2 paveiksle pa- 
vaizduoti taškai M(—2), М(-0,7), 


M(0), M(1), M (3). M (2,3), o 3 pa- 


veiksle — taškas M( V 2). 
Prisiminsime tokj teiginj, jrodyta 3 pav. 
septintoje klasėje. 
| teorema. Jei A—-M(x4) ir B= M(xp) yra bet kurie koor- 
dinačių tiesės taškai, tai | 


[АВ | = |xs— х. |. 


1 pavyzdys. Raskime atstumą tarp taškų 4-М(-7,1) ir 
B= М (4,3). 
Pagal 1 teoremą 


|AB|- |xa—x4| 9 143— (77,1) | 2114. 


Taško padėtis tiesėje nustatoma vienu skaičiumi — taško koor- 
dinate. Taško padėtį plokštumoje galima nustatyti dviem skaičiais. 
Priminsime, kaip tai daroma. 

Nubrėžkime plokštumoje dvi viena kitai statmenas koordinačių 
tieses su bendra koordinačių pradžia O ir kongruenčiomis viene- 
tinėmis atkarpomis. Viena koordinačių tiesė (paprastai ji brėžia- 
ma horizontaliai, o kryptis į dešinę laikoma teigiama) vadinama 
abscisių ašimi (4 pav.) arba ašimi Ox. Antroji koordinačių tiesė 
(paprastai ji brėžiama vertikaliai, o kryptis į viršų laikoma teigia- 
ma) vadinama ordinačių ašimi arba ašimi Oy. 

Bet kurio plokštumos taško A projekcijos į tieses Ox ir Oy turi 
šiose tiesėse griežtai apibrėžtas koordinates: x ir y. Šie skaičiai 
atitinkamai vadinami plokštumos taško A abscise їг ordinate; 
sutvarkyta pora (x; y) vadinama taško A koordinatėmis (rašoma: 
А= М(х; y)), o plokštuma — koordinačių plokštuma. 

Priskyrę kiekvienam plokštumos taškui jos koordinates, gau- 
sime plokštumos taškų ir sutvarkytų skaičių porų atitiktį. Ši ati- 
tiktis abipus vienareikšmė: spręsdami uždavinį — rasdami tašką, 
kurio koordinatės duotos (4 pav.), pastebime, kad galime rasti tik 
vieną tokį tašką. 


g. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 17 


5 pav. 


Pratimal 


2 teorema. Jei А= М(х; y) ir 
B= М(х; ys) yra bet kurie koordinačių 
plokštumos taškai, tai 

|AB| = V (xa—xi)2+ (92—91) 

Iš tikrųjų, kai *155*5 ir 015205, gau- 
name statųjį trikampį ABC (5 pav.). 
Remdamiesi 1 teorema ir stačiakampio 
priešingųjų kraštinių ilgių lygybe, ran- 
dame: 

|BC|= |x1—x|, |AC|  |yz— ui]. 
Pagal Pitagoro teoremą 
|AB|= ТАС + (8СР- 
=V (xs— xi)? + (020). 

Atvejj xi=xə (01= 0) išnagrinėkite 
savarankiškai. 

2 pavyzdys. Raskite atstuma 
tarp taškų А=М(—0,2; 2,6) ir B= 
= М (0,3; 1,4). 

Pagal 2 teoremą 
|AB|= V (0,3— (—0,2))?+ (1,4 —2,6)? — 

=V 0,52+ (—1,2)?— V 1,69--1,3. 

Vadinasi, [АВ |= 1,3. 


44. Raskite taškų А, B, С koordinates (6 pav.). 
45. Koordinačių tiesėje pažymėkite taškus, kurių koordinatės: 


2 3 


mac -1,6, 0,7. Raskite atstumus tarp šių taškų. 


Raskite atstumus tarp koordinačių tiesės taškų: 


46. M(1,5) ir M(—2). 
48. M(-3,6) ir М(0). 


47. M(—10,3) ir M(6,2). 
49. М(-5,7) ir М(—7,1). 


50. Baikite jrodyti 2 teorema. 
Išreikškite lygtimi (arba nelygybe) sąlygą, kurią tenkina koor- 


dinačių tiesės taško A 
51. |AB| 5 ir B= M(5). 


=M(x) koordinatė, ir išspręskite ją, kai: 


52. |АВ| «3,5 ir B=M(- 1). 


53. |AB| «0,2 ir B=M(— 4,5). 
54. |AB|« 35 ir B- M(—12). | 
55. Raskite taškų A, B, C, H, K k HEEL Л 
. Raskite taškų A, B, C, Н, oordi- 
nates (7 pav.). XR 


96. Koordinačių plokštumoje pažymėki- —— ныг 
te taškus А = М (2; 3), В--М(-1:0), ЕТТЕ 
tre c ремага: Ба 
Е- M (0; 1), Ё-М(-2, 0). BE TERE 
Raskite atstumus tarp šių taškų: 


57. A=M(2; 5) ir B2M(—1; 1). 7 pav. 
58. К= М(— 1; 0) іг P=M(1; 0). 
59. С= М (7; 9) ir Н-М(-5: 4). 


60. T=M (0,44; 2,54) ir D=M(—0,56; 1,54). 


Pavaizduokite aibę koordinačių plokštumos taškų, kurių koor- 
dinatės tenkina sąlygas: 


61. х-1. 62. у--1. 63. |x| «1. 
64. |y| <1. 65. x<0. 66. y 0. 


Parašykite lygtimi (arba nelygybe) sąlygą, kurią tenkina koor- 
рэн plokštumos taško А= М(х; y) koordinatės, žinodami, kad: 


=5 ir B=M(0; 0). 68. |AB|<5 ir B=M (0; 0). 
АВ =l ir B-M(2; 3. 70. |AB|>1 ir B-M(2; 3). 


5. Skaičių tiesė ir skaičių plokštuma 


Nustačius realiųjų skaičių x ir juos vaizduojančių koordinačių 
tiesės taškų M(x) abipus vienareikšmę atitiktį, galima, kalbant 
apie skaičius, vartoti geometrijos terminus. 

Koordinačių tiesę laikysime horizontalia, o jos kryptį iš kairės 
į dešinę — teigiamąja. Tuomet nelygybė x<y reiškia, kad taš- 
kas M(x) yra į kairę nuo taško M(y). Patogu sakyti, kad pats 
skaičius x yra į kairę nuo skaičiaus y. Jeigu x<z<y arba у<2<х, 
tai abiem atvejais sakoma, kad skaičius 2 yra tarp skaičių x ir y. 
Skaičių | 

[у= Х|, 


reiškiantį atstumą tarp taškų М(х) ir M(y), patogu vadinti tie- 
siog atstumu tarp skaičių x ir y. 

Pačią visų realiųjų skaičių aibę R vadinsime skaičių tiese *, 
o jos elementus, t. у. skaičius — skaičių tiesės taškais. 


* Įsidėmėkite, kad koordinačių tiesių yra daug, o skaičių tiesė viena — rea- 
liųjų skaičių aibė. 
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Jau esate susipažinę su skaičių aibėmis, vadinamomis interge 
dals. Jas išvardijame: 
Uždaras intervalas, kurio pradžia a ir galas b: 
[a; b] = (xeR | аж хас). 
Atviras intervalas, kurio pradžia a Ir galas b: 
1а; b[= (xeR | a<x<6). 
Pusatviris intervalas: 
Ja; b] = {хер | Эсэн 
(8: b[= {хер | a x«b 
"Skaičius b—a vadinamas intervalo ilgiu. 
Begaliniai intervalai (spinduliai, pustiesés): 
]a; œ [= (x&R | x>a); 
[ai оо [= (хе | xa}; 
] – оо; а[={хєЁ S. 
]- œ; a] = {хек | ха}. 


Skaičių tiesė: 


|- оо; о [= №. 


Intervala ]a—6; a+ô[ dar vadinsime taško a 6-aplinka 

pav.). Galima sakyti, pavyzdžiui, kad visi skaičiaus ] 2? de- 
Imtainiai artiniai su trūkumu ir su pertekliumi, pradedant tre- 
čiuoju (t.y. V2 artiniai 10-^ tikslumu, Ка! nz»3 yra taškol/ 2 
&-aplinkoje, 6—0,001 (9 pav.). 

Skaičių vaizdavimas tiesės taškais dažnai padeda, sprendžiant 
nelygybes. | 

1 pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 


|х—7|<2. 


Reiškinį |х—7| laikykime atstumu 
— ——  tarp taškų x ir 7. Tuomet uždavinys iš- 
a-4 a ад” spręsti nelygybe bus ekvivalentus to- . 
kiam: rasti aibę taškų, kurių atstumas 
8 pav. iki taško 7 ne didesnis už 2. 

Nuo taško 7 per du vienetus yra nu- 
: tole taškai 5 ir 9; mažiau kaip per du 
— vienetus — esantys tarp jų taškai (10 
47-4001 VZ М24000 | pav.). Vadinasi, ieškomoji nelygybės 

NC sprendiniu aibé yra atkarpa [5; 9]. 


9 pav. Atsakymas. [5; 9]. 
2 pavyzdys. Išsprendžiame ne- 
lygybę 
uu нийг ИАА "ai i |x+5|<1. 
Si nelygybé уга ekvivalenti nelygy- 
10 pav. bei |x—(—5)|« 1. Išspręsti nelygybę 


ix—(—5)|«1-— reiškia rasti aibę taš- 
kų, kurių atstumas nuo taško —5 уга 76 =s -4 
mažesnis už 1. Lengva suvokti, kad ` 


xum » OAM хасаа : 11 рау. 
šios nelygybės sprendinių aibė yra in- 
tervalas | -5—1; —5+1[, t. y. interva- 
las] —6; —4[ (11 pav.). 
Atsakymas. ]—6; 41. шинээ d que 
3 pavyzdys. Išsprendžiame ne- “2 ү? 
lygybe 
х» i i 12 pav. 


Kadangi V x?—|x|, tai ši nelygybė ekvivalenti tokiai: |x|z» | 
> y Vadinasi, šios nelygybės sprendinys yra aibė taškų, kurių 


atstumas iki taško 0 didesnis arba lygus = (12 pav.). 


1 1 
5 y 0005, = — B= . 

Atsakymas | X: ysl "Is: = 

Analogiškai skaičių tiesei realiųjų skaičių sutvarkytų porų albe 
vadinsime skaičių plokštuma, o bet kurią realiųjų skaičių sutvar- 
Куќа рога — skaičių plokštumos tašku. Skaičių plokštumą įprasta 
žymėti simboliu А? (skaitoma: „er du“). Vienoje ir toje pačioje 
plokštumoje daugeliu būdų galima pavaizduoti skaičių plokštu- 
mos taškus, o pati skaičių plokštuma nuo to nesikeičia — ji pa- 
prastai lieka realiųjų skaičių porų aibe. 

Kalbant apie skaičių plokštumos taškus, taip pat galima var- 
toti geometrijos terminus. Pavyzdžiui, aibė taškų (х; y) e&R?, ku- 
rių koordinatės tenkina lygtį 

ax4-by-4- c —0, 
kai nors vienas iš skaičių a arba b nelygus nuliui, vadinama tiese; 
kaip žinome, šios aibės vaizdas koordinačių plokštumoje yra tiesė. 

Aibę taškų (x; y) &R?, kurių koordinatės tenkina nelygybę 

x+y (r>0), 
koordinačių plokštumoje galima pavaizduoti spindulio r skrituliu, 
kurio centras yra koordinačių pradžioje. Todėl šis skaičių plokš- 
tumos poaibis taip pat vadinamas spindulio r skrituliu, kurio cent- 
ras yra taške (0; 0). 

4 pavyzdys. Pavaizduokite koor- 
dinačių plokštumoje aibę 


(65 g)eR2| (çc—1)(g+1)=0). (1) 
Kadangi ((х—1) (0+1) =0) < (x—1= 

= () агра 0+1=0) < (x=1 arba у= — 1), 
tai ši aibė yra tiesių x=1 іг у= —1 są- 
junga (13 pav.). 13 pav. 


Pastaba. Paprastumo délei (1) aibe galima ušrašyti ir taip: 
(05 у) | (2-1) (0+1) 207, 
nenurodant, kad (х; y)eR?. Panašiai darysime ir ateityje. 
Pratimai 


Raskite sprendinių aibes: 


71. |x|=5. 72. |х| «5. 78. |х|;>5. 
74. |x—10| «4. 75. |x—10| 4. 76. |x—10|»4. 
77. x2>4. 78. x?xc5. 79. (х-1) «9. 


80. (x4-2)?« 1. 


Pavaizduokite koordinačių plokštumoje aibę taškų, kurių koor- 
dinatės tenkina sąlygą: 


81. x(y—1) =0. 82. (x—2) (0+3) =0. 
83. хуг20. 84. ху« 0. ° 

85. x<0, ур —1. 86. 27 =0. 

87. (2x--3y) (x —4y) =0. 88. |x—3|« l. 

89. x| «1, |у|<1. 90. |x|>1, |у|>1. 

91. |x —2| <], |у-43| x 1. 92. x?4- y? —4. 

93. х2--у «4. 94. x?-- y?74. 

95. (x—1)?-- (y—1)?«c9. 96. (x—3)?-F (y--2)?«4. 


8 2. SEKOS RIBA 


6. Begalinés skaičių sekos 


Su begalinėmis skaičių sekomis jau susipaZinome VIII klasėje. 
Taip vadinome funkcijas, kurių apibrėžimo sritis yra natūrinių 
skaičių aibė N. Tokios funkcijos f reikšmė f(n), atitinkanti natū- 
гїп} skaičių m, vadinama sekos f n-tuoju nariu. Vietoj f(n) dažniau 
rašome fn, агра ал, arba x, ir t.t. Paprastai seka reiškiama for- 
mule. 

Pavyzdžiui, formule 


йуу--27- 
išreikšta seka, kurios pirmieji penki nariai yra: 
a, =1, a5—2, as=4, 04-48, а5= 16. 


Šiame paragrafe begalines skaičių sekas trumpumo dėlei va- 
dinsime tiesiog sekomis. Seką su n-tuoju nariu ад žymėsime (as). 
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1 pavyzdys. Formule 
ап = 019"—!, (1) 


kai 8:550, 9520, išreiškia seką, vadinamą geometrine progresija, 
kurios pirmasis narys 01, о vardiklis g. 


2 pavyzdys. Sudėję n pirmųjų geometrinės progresijos 
narių, gausime n-tąjį naujos sekos narį: 


S.=ai+a-+...+a,. 
VIII klaséje jrodéme, = 


S, ша). 


„kai 9551. (2) 


Pavyzdžiui, ei, progresijos, kurios pirmasis narys 
a =l, o vardiklis 451, n pirmųjų narių suma S, lygi: 


5„=1+4+@+...+"-1=1=©, (3) 


Remdamiesi (3) formule, гарача tokią svarbią nelygybę: 
n 1, 
Ит TT kai |g| «1. (4) 


Irodymas. Kadangi Бан kiekvienas natūrinis skaičius R, 
mszžesnis už n, tenkina nelygybę: | 
1415» ||". 
Taikydami šią nelygybę їг (3) formule, gausime: 
n|q|^— |g|"+ |g|* t. --- |g|*  1-- ]a| t |a... ]o| 7 — 


n démeny 
аа а ы 1 
= < —— 
1-19| ` 1—lal " 
t.y. 
1 
n n — ° 


Padalije abi šios nelygybës puses iš n, gauname (4) nelygybe. 


Pratimai 


2n--1 


97. Seka (xn) išreikšta formule хл = ncs 


Raskite Хо, X25, Xn+1— Xn 


98. Seka (bn) išreikšta formule b,= E . 


Raskite bs, bs, Баз, = 2 
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| 99. Raskite ines pirmuosius sekos narius: 


a) yn=1+ b) ха=2+ z, 


i 


c) an=2+ È; d) b,— Nam 


Kurie sekos (ул) nariai tenkina salyga: 


100. ;4,7 200, Каі у„=2п—5? 
101. улс 30, Каі yn=3n— 100? 


102. Parašykite penkis pirmuosius sekos (x4) narius ir išreikškite 
šią seką n-tojo nario formule, kai: 


а) Хү---10, ` Хаы=Ха+5, 1221, 
b) x124, Xn4177 — Xn, nal. 


103. Raskite kokį nors natürinj skaičių по, kad su visais n2»ne 
būtų teisinga nelygybė: 


a) (0,3)^«0,01; b) (0,7)*«0,01; 
c) (0,99)"<0,001; : d) (0,45)^—0,001; 
e) (0,999) = <0,001. 


104. Apskaičiuokite sumą: 


е E УЗ. 
а) V3+ "rr sas „+ — 399 , 


l l 
++ 6 T: U 067 


8 
4 


7. Sekos ribos apibrézimas 


Išnagrinėkime kitus sekų pavyzdžius. Kiekvieną realųjį skał- 
čių x, kai п — koks nors natūrinis skaičius, atitinka du skaičiaus x 
artiniai: artinys x, su trūkumu 10-7 tikslumu ir artinys x”, su 
pertekliumi tokiu pat tikslumu. Skirtumų Х-Хд ir x—x'„ moduliai 
neviršija 107^. Pastebėsime, kad koks bebūtų teigiamas skaičius е, 
visi pakankamai dideli natūriniai skaičiai m tenkins nelygybę 
10-"< е. Iš tikrųjų, jeigu Cm — pirmasis nelygus nuliui skaičiaus e 
dešimtainis ženklas, t. y. £20,00...0c4..., tai nelygybė 10-7< E 
bus teisinga, kai n>m. 

Vadinasi, jei e — bet kuris teigiamas skaičius, tai x, ir x“, kai 
п reikšmės pakankamai didelės, yra skaičiaus x artiniai tikslu- 
mu e. 

51 faktą galima išreikšti kitais žodžiais: sakome, kad skai- 
čius x yra sekų (ха) ir (x/4) riba. 
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Pavyzdžiui, sekos 
x.„=0,33...33 ir х2 = 0,33... 34 


п п 


turi ribą, lygią skaičiui х=. 


Pateikiame bendrą sekos ribos apibrėžimą. 

Apibrėžimas. Skaičius x vadinamas sekos (x4) riba, kal, 
pasirinkus bet kokį skaičių e>0, visi pakankamai dideli nume- 
riai n tenkina nelygybę 


|х—х„|<в. 
Jeigu skaičius x yra sekos (x4) riba, tai rašome 
lim x, = x. 
1 pavyzdys. [rodysime, kad 
Q3 
i 
Iš tikrųjų, su kiekvienu e>0 nelygybė 
3 3 
5 -0| хий <e 
yra teisinga, kai n> 3. Pavyzdžiui, jeigu e=0,001, tai nelygybė 
3 
Ол <0,001 
bus teisinga, kai n> 570501 = 1500, t.y. kai visi numeriai didesni 
už 1500. шал £— 0,0001, tai 


9n З. <0, 0001, 


kai n> 5 Sum = 15 000, t. y. kai visi numeriai didesni už 15 000. 


Remdamiesi sekos ribos apibrėžimu, jrodysime tokią teoremą: 

Teorema. Jeigu |q|«1, tai sekos x, =q" riba yra lygi nuliui. 

Įrodymas. 6 skyrelyje buvo įrodyta: kai |g|« 1, bet kuris 
natūrinis skaičius n tenkina nelygybę 


| «агт . (1) 


Tačiau (1) nelygybės dešinioji pusė, didėjant n, artėja prie nulio. 
Iš tikrųjų, pasirinkus bet kokį skaičių #20, visi pakankamai di- 


deli n, būtent n> T , tenkina nelygybe 


1 
8(1-140 25 (2) 
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Tuomet su tokiais п i$ (1) nelygybés CREARE 
|g"—0|= 14|" < a i < (3) 


O tai ir reiškia, kad 
lim q” =0. 


n—oo 


Teorema jrodyta. 


W * Pateiktajame ribos apibrėžime gali pasirodyti nelabai aiš- 
kus teiginys „visi pakankamai dideli numeriai n". Sio neaiškumo 
galima išvengti, suformulavus apibrėžimą taip: skaičius x vadina- 
mas sekos (x4) riba, kai kiekvieną e>0 atitinka toks natūrinis 
skaičius N, kad iš nelygybės n>N išplaukia nelygybė 

[x —x4| «e. V 


Dabar pateiksime neturinčios ribos sekos pavyzdį. 
2 pavyzdys. Įrodysime, kad seka а, = (— 1)" neturi ribos. 
Tarkime, egzistuoja toks skaičius a, kad 

a=lim(— 1)". 


n—oo 


Pagal sekos ribos apibrėžimą, kai e= > sekos nariai а„ ir Am 


su pakankamai dideliais numeriais turi e nelygybes 
la „—а|< +, lam — a|< + 


Remdamiesi žinoma modulio savybe (|x--y| «& |x| -- |y|), gau- 
name: 


|а, — 5|» | (aa —a) + (a7 am) |< |a. —a| + |a—a,|< l * > =l, 


Tačiau tai neteisinga: jeigu n lyginis, o m — nelyginis, tai 
(-1)-1, (—1)"=—1 ir |a, —2a5,|—27 1. 

Vadinasi, prielaida, kad egzistuoja šios sekos riba, buvo netei- 
singa. 


Pratimai 


105. Apskaičiuokite keletą sekos (xn) narių, kai хһ= El Kam 


lygi 5108 sekos riba? Nurodykite numerius šios sekos narių, 
kurie skirtųsi nuo nulio mažiau kaip: a) 0,1; b) 0,01. 


106. Apskaičiuokite keletą sekos (yn) narių, kai ys 20, Ar 
tiesa, kad lim yn=3? 


noo 


* Zenklais W išskirta neprivaloma medžiaga. 
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Nurodykite numerius šios sekos narių, kurie skirtųsi nuo skai- 
čiaus 3 mažiau kaip: a) 0,1; b) 0,01. 
107. Tarkime, kad x= C, o C — skaičius. Įrodykite, kad 


lim xx= C. 
108. [rodykite, kad: 
a) lim 4t. =]; b) lim 22:2.-5, 
noo noo 
л-2 |. " 
lim 75; 3D d) Im gyi =0; 
e) lim (1— 2) =1; f) lim 252 —0. 


109*. [rodykite, kad seka (xn), kai x„=n, neturi ribos. 


8. Begalinės geometrinės progresijos, kurios |g| <1, suma 


Tarkime, kad seka (xn) yra geometrinė progresija, kurios var- 
diklis lygus q, be to, |g| «1 ir xi==0. Pirmųjų ^ šios progresijos 
narių suma S, lygi 


Saen 12078. o. (1) 
Kadangi 9", kai п pakankamai didelis, yra kiek norima mažas 


skaičius (Zr. 7 skyrelį), tai natūralu manyti, kad ir E q”, kai 


n didelis, vra kiek norima mažas skaičius, vadinasi, кй» S, ri- 
ba — skaicius 


Sis teiginys iš tikrųjų teisingas. 

Teorema. Jei geometrinės progresijos vardiklis q tenkina 
sąlygą |g|«1, m ачаа šios progresijos n pirmųjų narių su- 
mos riba, lygi т „kys 


lim S, = 5 (2) 


n—oo ат 


Si riba vadinama begalinés geometrinés progresijos suma. 
Įrodymas. Išnagrinėkime ani 852—8: 


[xil 


i$, -S|- | 8 - s т Oe; el a. 
Reikia įrodyti, kad, pasirinkus bet kurį Satis m nelygyb 
° 
t ; |! 
ĮS,-S|= =. |д|"<в, Бу, 10" 00 (3) 
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tenkina visi pakankamai dideli n. Taciau 7 skyrelyje buvo paro- 
dyta, kad kokį teigiamą skaičių bepaimtume, ||" bus mažesnis 
už šį skaičių su pakankamai dideliais п. Vadinasi, pradedant tam 
tikru numeriu, 
10 « ЯГ am . 

Teorema jrodyta. 

Remiantis šia teorema, galima kiekvieną begalinę dešimtainę 
periodinę trupmeną išreikšti paprastąja trupmena. 

1 pavyzdys. Skaičių x = 0,1(8) išreikškime paprastąja 
trupmena. N 

Kadangi х--0,1--0,0(8), tai pakanka išreikšti paprastaja trup- 
mena skaičių y=0,0(8). Parašykime seką skaičiaus y artinių su 
„trūkumu 10-?, 10-3 ir t.t. tikslumu: 


yı =0,08; Y= 0,088; J3— 0,0888; " 


7 skyrelyje parodėme, kad skaičius y yra šios sekos riba. Ра- 
stebėsime, kad yn yra geometrinės progresijos n pirmųjų narių 
suma, kai progresijos pirmasis narys lygus 0,08, o vardiklis g=0,1: 
91-40,08: 75—0,084-0,08-0,1; уз--0,08--0,08-0,1--0,08-0,12, ...; 

Yn=0,08+0,08 - 0,1 +0,08 -0,1?4+...4-0,08-0,17-!, 


Tuomet pagal (2) formulę gaunamė: 
: 0,08 4 
y-lim ya = er 
n—oo 


Vadinasi, 


2 pavyzdys. Skaičių x=2,2(35) išreikškime paprastąja 
trupmena. 

Kadangi х--2,2--0,0(35), tai pakanka išreikšti paprastąja "E 
mena skaičių y=0,0(35). Išnagrinėkime seką: 


010,035; у= 0,03535; y5— 0,353535; .. 


Sios sekos nariai yra skaičiaus y artiniai su trūkumu 10-3, 10-5 
ir t.t. tikslumu. Vadinasi, 
y=lim ya. 

Pastebėję, kad уһ yra geometrinės progresijos n pirmųjų narių 
suma, kai pirmasis narys 0,035, o vardiklis g=0,01, pagal (2) for- 
mulę gauname: 

y= 20035 „35 7. 

Y= Y—001 990 198" 
Vadinasi, 

233 
х=22+ wg 5 =? 250° 
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Pratimai 


110. Begalinés geometrinės progresijos pirmasis narys xi, o var- 
diklis g. Raskite jos sumą, kai: 


š 2 
a) а= +, = +: b) m=, q=- Ži 
c) x= i q=— i: d) x12 0,3, 4--0,5. | 
111. Išreikškite paprastąja trupmena periodinę dešimtainę trup-- 
meną 


a) 0 (5); b) —3,(27); c) 5,5(5); d) —28,10(01). 

112. | lygiakrastj trikampj, kurio kraštinės ilgis lygus 1 m, įbrėž- 
tas kitas trikampis taip, kad jo viršūnės yra pirmojo trikam- 
pio kraštinių vidurio taškai. Į antrąjį trikampį tokiu pat būdu 
įbrėžtas trečias trikampis, į jį — ketvirtasis ir t.t. Raskite: 
a) šių trikampių perimetrų sumą; b) šių trikampių plotų 

| suma. 

` 118. Į skritulį, kurio spindulys R, įbrėžtas kvadratas; į šį kvad- 

ratą įbrėžtas skritulys, o į jį vėl įbrėžtas kvadratas ir t. t. 

Apskaičiuokite visų gautųjų kvadratų plotų suma. 


$ 3. FUNKCIJOS RIBA IR TOLYDUMAS 


9. Skaitinés funkcijos 


Toliau nagrinésime funkcijas, kurių apibrėžimo sritis ir reikš- 
mių sritis yra realiųjų skaičių aibės poaibiai. Funkcijos f apibrė-- 
žimo sritį žymime D(f), o jos reikšmių sritį E(j). 

| pavyzdys. Seka 


(=; 1; —1; 1; —1; 1...) 
yra funkcija f, išreikšta natūrinių skaičių aibėje formule 
Кп) =(- 1)". 


Jos apibrėžimo sritis D(f) yra N, o reikšmių sritį E(f) sudaro du 
skaičiai —1 ir 1: 
D(f)=N; E(PD) = (—1; 1). 


Kaip ir anksčiau, funkcijas dažnai reikšime formulėmis. 
2 pavyzdys. Pagal formulę, 


х) = УТ-хд 


kiekvienam х iš atkarpos [— 1; 1] galima nurodyti atitinkamą F(x) 
reikšmę. Taigi natūralu, kad ši formulė išreiškia funkciją, kurios- 


29: 


y apibrėžimo sritis yra atkarpa [— 1; 1] 
(14 pav.), o reikšmių sritis — atkar- 
ра (0, T 
Pastaba. Jei nėra kokių nors pa- 
pildomų apribojimų, tai formule išreikš- 
tos funkcijos apibrėžimo sritimi laiko- 
d Ü Тү ma aibė visų kintamojo reikšmių, su 
kuriomis ši formulė turi prasmę. 
3 pavyzdys. Atvaizdis 
y | x— L 
x 
yra funkcija, kurios apibréZimo sritis 
sutampa su reikšmiu sritimi — tai visu 
nelygių nuliui realiųjų skaičių aibė 
(15 pav.). 
0 X Apskrital skaitiné funkcija yra ko- 
kio nors realiųjų skaičių aibės R poai- 
bio D atvaizdis į kitą aibės R poaibį E. 
Aibe D vadiname funkcijos apibrėžimo 
sritimi, o aibę E — funkcijos reikšmių 
sritimi. 
15 pav. Funkcija f yra visiškai apibrėžta, kai 
nurodyta aibė M sudaryta iš porų 
(x; F(x)), 
kurių x įgyja visas reikšmes iš aibės D(f), o f(x) yra atitinka- 
mos funkcijos reikšmės. 

Aišku, kad M yra aibės R?, t. y. skaičių plokštumos, poaibis. 
Aibė M pavaizduojama koordinačių plokštumoje funkcijos grafi- 
ku (2 ir 3 pavyzdžio funkcijų grafikus žr. 14 ir 15 pav.). 

Toli gražu ne bet kuri koordinačių plokštumos taškų aibė yra 

funkcijos мана. Pavyzdžiui, 16 paveiksle pavaizduotoji aibė 
nėra funkcijos grafikas, nes ji turi du taškus, kurių abscisė lygi a, 
o ordinatés yra skirtingos: b; ir by. Jeigu ši aibė būtų funkcijos 
gralikas, reikėtų tarti, kad ta funkcija, kai x=a, turi dvi reikš- 
mes: у= бұ ir g= bs, o tai prieštarauja funkcijos apibrėžimui. 
V Dar VI klasės algebros vadovėlyje 
buvo pasakyta, kad funkcija yra atski- 
ras sąryšio atvejis. Norint. apibrėžti 
skaitinį sąryšį, kiekvienam x nurodomi 
visi tie y, kurie atitinka skaičių x (kai 
kuriems х tokių y gali ir nebūti). Pa- 
vyzdžiui, formulé 


x2+y2=1 
išreiškia sąryšį, kuriuo kiekvienam x iš 


intervalo | — 1; 1[ priskiriami du skai- 
čiai: 


и-Ү1-х2 i y-—V1-x. 
skaičius 1 ir —1 atitinka vienintelis 
skaičius 0, o skaičių, kurių moduliai 
didesni už vienetą, neatitinka nė vienas 
skaičius. 17 paveiksle pavaizduotas šio 
sąryšio grafikas. - 

Vadinasi, bet kuris aibės R? poaibis 
išreiškia skaičių sąryšį. Šiuolaikinėje 
matematikoje, siekiant sumažinti pa- 
grindinių matematinių savoia skaičių, 
sakoma paprasčiau: skaičių sąryšis yra 
skaičių porų aibė, t. у. aibės R? (skaičių 
plokštumos) poaibis. 

Šiuo požiūriu skaitinė funkcija, kaip 
atskiras sąryšio atvejis, irgi yra skai- . 
čių porų aibė, tačiau jau ne bet kuri. Skaitinė funkcija yra tokia 
skaičių porų (x; y) aibė |, kad kiekvieną skaičių x atitinka ne 
daugiau kaip viena aibės | pora (x; y), kurios pirmasis elemen- 
tas yra х. 

Sis vienintelės poros antrasis skaičius ir yra f(x): 


Га) -y < (x; yel. 
Pavyzdžiui, funkcija 


17 pav. 


kas 
—— 


yra skaičių porų (x; +) aibė. V 


x 


Priminsime dar du skaltinių funkcijų pavyzdžius. 

4 pavyzdys. Atvaizdis x— [x], kai [х], yra skaičiaus x 
sveikoji dalis. 

Prisimindami, kad intervale [n; n+1[, kai n — sveikasis skai- 
čius, [x] =n, nubreZkime šios 
funkcijos grafiką (18 pav.). 
Grafiką sudaro horizontalios 
atkarpos, į kurias nejeina ju 
dešinieji galai (pažymėti skri- 
tuliukais). 

5 pavyzdys. Atvaizdis 
x — (x), Ка! (x), yra skaičiaus x 
trupmeninė dalis. 

Iš skaičiaus x trupmeninės 
dalies apibrėžimo išplaukia, kad 


(x) 2x—n, Каі xe [n; n+1[. 
Vadinasi, kiekviename inter- 
vale [n; n--1[ šios funkcijos 
grafikas yra tiesės atkarpa, su- 
daranti 45? kampą su ašimi Ox; 


3t 


šiai atkarpai dešinysis galas пе- 
priklauso. Šios funkcijos visą 
grafiką sudaro begalinė tokių 
atkarpų aibė (19 pav.). 

Dažniausiai nagrinésime 
funkcijas, išreikštas formulėmis. 
Pavyzdžiui, funkciją f galima 
išreikšti formule 

P(x) = x— xš. 


Taip apibrėždami funkciją, 
kintamąjį x vadinsime nepri- 
klausomu kintamuoju arba funkcijos f argumentu. Argumento žy- 
mėjimą galime pasirinkti laisvai. Pavyzdžiui, formulės f (y) =y— y? 
ir f(2) =2— 23 išreiškia tą pačią funkciją. Dažniausiai nepriklau- 
somą kintamąjį (funkcijos argumentą) žymime raide x. Susitarę 
taip žymėti argumentą, galime, pavyzdžiui, minėtąją funkciją | 
trumpai žymėti f(x), arba x—x3, arba y=x—x3. Atitinkamai funk- 
Mum reikšmė žymima dažniausiai raide y ir sakoma: „funkcija 
y=f(x)“. 
тд toks susitarimas visai nebūtinas. Pavyzdžiui, fizikos 
uždaviniuose nepriklausomas kintamasis dažnai yra laikas, kuris 
paprastai žymimas raide t. 


19 pav. 


Pratimai 
114. Funkcija f išreikšta formule f(x) =++ +. Raskite f(1), (2), 
(ж). 1 (2). fc. 


115. Raskite Ї(-5), f(— 7), НӨ, 10). kai f(u) = V 475441. 
116. Raskite f(5), f (2), F(u), 


a) Кх) = V iz: 9 К) = 


117. Apskaičiuokite [(—2), 1(0), f (5). f (3). FU), Р), kat 


х-4 
x+2 ° 


—]; —3=< x=<0, 
х) = x; O< x<], 
l; 1<х<5. 


118. Apskaitiuokite ЇН-2), f(0), F(2), F(3), F(5), kai 


x!—x-41; x| <2, 
го) = | 1; мг 


119. Lygtis 3y—5x—2 apibrėžia 
funkcijas y=f(x) ir х= 
=g(y). Raskite f(0), f(1), 
f(G--1), f(x—1), g(x), 
8(5),6(-3) | 
Pavaizduokite aibes ir pa- 
sakykite, kokias figūras ga- 
vote: 

a) ((х: y) | ху=0}; 

b) {(x; y) 110—311); 
°. tos 9)| |x| sl ir |y] < 


«1 

4) (x y|ix—2|«1 ir 
ly 3|«1j. 

Nurodykite šiomis formu- 
lėmis išreikštų funkcijų 
apibrėžimo sritis: 

a) f(x) =x— 

b) f(x) 2x4-3; 

с) f(x) = V х2— 1; 


d) Р) =>; 


120. 


121. 


g) gio V 10—5x; 

h) g(x) = V 5+ 10x. 
Nurodykite apibrėžimo sri- 
tis ir reikšmių sritis funk- 
cijų, kurių grafikai pavaiz- 
duoti 
veiksle. 

Nurodykite šiomis formu- 
lėmis išreikštų funkcijų 
reikšmių sritis. 

a) Ї(х)-41, 

b) j(x)=x; | 

с) Р) =V х, 

d) у= V x+]; 

e) Цх)-18 x; 

Ё) Í (x) = [x°]; 


g) (BE ' 1 
х 9 


3. Algebra їг analizés pradmenys IX—XI kl. 


122. 


123. 


204, 20b, 20c pa- , 
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a A 124. Raskite funkcijos f reikšmes taškuose x; ir 
X2, kai: 


a) f(x) = x; Xi=Í, х= 1; 


b) f(x) = V x-1; х= —£, хә= Vt 
с) f(x) -lgG?-; а= хүн. 


91544 125. Kvadrate, kurio kraštinė a, nubrėžta tiesė, 

n lygiagreti jstriZainei (21 pav.). Nustaty- 

kite atkirstos figüros ploto S ir atstumo x 

nuo tiesės iki kvadrato viršūnės A priklausomybę. Raskite 

funkcijos x — S(x) apibrėžimo sritį. Nubraižykite jos grafiką. 

126. Ar apskritimas, kurio centras — koordinačių pradžia, yra 

funkcijos grafikas? 

127. Nubrėžkite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų gralikus: 


а) ((х)-48, b) о); о) Is Li 
d) f(x) =x*; e) (х) = 


Kurių funkcijų grafikai уга simetriški ordinačių ašies atZvil- 
giu, o kurių — koordinačių pradžios atžvilgiu? Atsakymą pa- 
grįskite. 

1285. Įrodykite, kad funkcijos f grafikas simetriškas ordinačių 
ašies atžvilgiu tada ir tik tada, kai šios funkcijos apibrėži- 
mo sritis simetriška taško O atžvilgiu, ir su kiekvienu 
xeD(f) teisinga lygybė f(x) 2f(—x). 

129*. [rodykite, kad funkcijos f grafikas simetriškas koordinačių 
pradžios O atžvilgiu tada ir tik tada, kai šios funkcijos api- 
brėžimo sritis simetriška taško O цан їг su kiekvienu 
xezD(f) teisinga lygybė 1 зайг i m x) 


10. Funkcijos ribos taške sąvoka 


Su funkcijos ribos taško sąvoka iš esmės jau susidūrėte 
VIII klasės fizikos kurse, ieškodami momentinio greičio. Pavyz- 
džiui, nagrinékime laisvąjį kritimą; kelias s kaip laiko + funkcija 
išreiškiamas formule 


A 
2 


Parinkime laiko momentą бо ir laiko tarpą АЁ nuo momento бо 
iki momento t= fo-- Af. Per šį laiko tarpą kūnas nueis kelią 


Аз =5 (fo-- At) —s (fo) = $ ((fo--At)?—18) =gtoAt+ Z Ай, 
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Fizikoje santykis 


vadinamas kūno vidutiniu greičiu laiko tarpu [fo f]. Kai £o pasto- 
vus, vidutinis greitis yra kintamojo At funkcija: 


Uva (M) =gto+ S At. (1) 


15 (1) formulés matyti, kad maZa At atitinkantis vidutinis grei- 
tis labai nedaug skiriasi nuo gto. Pavyzdžiui, kai /;=2, funkcijos 


Uma (M) =2g+ S At 


reikšmės, atitinkančios kai kuriuos Af, artėjančius prie nulio, nu- 
rodytos lentelėje (paprastumo dėlei tariame, kad g=9,8). 


At | 1 0,1 


0,01 | 0,001 


Uvid | 24,5 | 20,09 | 19,649 | 19,6049 | 


Iš lentelės matyti: kuo Af reikšmės artimesnės nuliui, tuo atitin- 
kamos Uy, reikšmės mažiau skiriasi nuo 


vo= gto = 19,6000. 


Tą patį galima pasakyti kitaip: kai АЁ artėja prie nulio, vidu- 
tinis greitis оџа artėja prie ribos vo, kurią ir laikome „tikruoju“ 
(arba „momentiniu“) greičiu laiko momentu ёо. Rašome: 


79— lim uva (At). 
At>0 


Dabar keliame uždavinį suformuluoti bendrą funkcijos f(x) 
ribos, kai argumentas x artėja prie reikšmės a, apibrėžimą. Prieš 
tai išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. 

Tarkime, reikia matuojant rasti kvadratinės plokštelės, kurios 
kraštinės ilgis a, perimetrą P nurodytu tikslumu e (skaičius & 
teigiamas). Tam tikslui pakanka išmatuoti plokštelės kraštinės 


ilgį tikslumu + . Iš tikrųjų, jeigu x — matavimo rezultatas ir 


|х-а1< <, 


tai 
|4x—4a|<e. 


Kadangi P=4a, tai iš pastarosios nelygybės 4x=P e tikslumu. 
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Spresdami šį uždavinį parodéme: koks bebūtų e>0, kai x la- 
bai mažai skiriasi nuo a (tiksliau, kai x tenkina nelygybę |x—a|« 
<4) , funkcijos f(x) =4x reikšmių ir skaičiaus P=4a skirtumas 
mažesnis už e. Kaip ir anksčiau išnagrinėtame pavyzdyje, gau- 
tąjį rezultatą natūralu suformuluoti taip: funkcijos f(x) =4x riba, 
kai x artėja prie a, lygi 4a: 

lim 4x=4a. 


xa 


Sis užrašas skaitomas ir trumpiau: funkcijos f(x) =4x riba 
taške a lygi 4a. 


Pratimai 


130. Stačiakampio žemės sklypo kraštinės lygios 15 ir a. Kokiu 
tikslumu reikia išmatuoti stačiakampio kraštinę a, kad 10-2 
tikslumu galėtume apskaičiuoti jo: a) perimetrą; b) plotą? 

131. Nurodykite tokį didžiausią ó, kad visi taškai xx= —2 iš taš- 
ko (—2)6-aplinkos tenkintų nelygybę 


If (x) – (4) | <e, 
2—4 


kai e=0,1; 0,01; 0,001 ir a) f(x) =3x+2; b) f(x) = 24. 


11. Funkcijos ribos taške apibrėžimas 


Remiantis 10 skyrelio išnagrinėtais pavyzdžiais, funkcijos ri- 
ba taške galima apibrėžti taip. 

Apibrėžimas. Skaičių b vadiname funkcijos f riba taške a, 
kai, pasirinkus bet kokį eœ>0, visi xa, kurie pakankamai mažai 
skiriasi nuo a, tenkina nelygybę 


If(x) -b|<e. 
l pavyzdys. Įrodykime, kad funkcijos f(x) =2x4+3 riba 
taške 1 yra lygi 5: 
lim (2x 4-3) =5. 
х->1 ` 
Tam tikslui išnagrinėkime skirtumą 
f(x) -5=2x4+3—5=2x—2. 
Skirtumo f(x) —5 modulis, lygus 2|x—1|, yra atstumas nuo 
skaičiaus f(x) iki skaičiaus 5. Šis atstumas bus mažesnis už 0,01, 


arba 
2|x—1|<0,01, 
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kai |x—1|«0,005, t. y. kai atstumas nuo taško x iki taško 1 bus 
mažesnis už 0,005. 
Norint, kad būtų teisinga nelygybė 


If (x) —5| «0,001, 
pakaktų, jog skaičius x tenkintų nelygybę 
|x—1| <<0,0005. 
Apskritai, kokį skaičių e>0 bepaimtume, galime teigti, kad 
skirtumo f(x) —5 modulis bus mažesnis už e, kai tik |х-1| «сс > 


t. y. kai atstumas nuo taško x iki taško 1 bus mažesnis už 5 a 


2 pavyzdys. [rodykime, kad pastoviosios funkcijos (kons- 
tantos) riba bet kuriame taške a yra lygi šiai konstantai. 

Iš tikrųjų, jeigu f(x)=k su visais x iš tam tikro intervalo, 
kuriame yra taškas a, tai su tokiais x 


Iš (x) —k|= |k— &| =0<е, 
koks bebūtų teigiamas skaičius e. Vadinasi, 
lim k=k. 


3 pavyzdys. Sakykime, f(x) =x. Įrodykime, kad 


lim x=a. 


xa 
Iš tikrųjų, jeigu е — bet koks teigiamas skaičius, tai 
If(x) —a|=|*—a|<e 


su visais x iš taško a e-aplinkos. 

Iš apibrėžimo aišku, kad funkcijos f ribos taške a egzistavimui 
būtina, jog funkcija būtų apibrėžta visuose tam tikros taško a ap- 
linkos taškuose, išskyrus nebent patį tašką a. 

Išlyga, kad funkcija f gali nebūti apibrėžta taške a, yra esmi- 
nė. Be jos negalėtume taikyti ribos sąvokos, pavyzdžiui, apskai- 
čiuodami kūno momentinį greitį duotuoju laiko momentu (žr. 
10 skyrelį). 

4 pavyzdys. Funkcija 


f) = 22 


yra apibrėžta visur, išskyrus tašką x=3. [rodykime, kad ši funk- 
cija taške 3 turi ribą, lygią 6. 

Iš tikrųjų, Ка! x>53, skaitiklio ir vardiklio bendras daugiklis 
(x—3) nelygus nuliui, todėl, 


о) = = +з, 


37 


Vadinasi, kai x=3, 
If (x) —6|= 


2-9 
2 —6| =|х+3—6|=|х—3|. 


Taigi 


X—o 


2-1 -6| <e, kai |x—3|<e ir x3, 


t. y. visi xz&3 iš taško З e-aplinkos tenkina nelygybę 


2... 
= -6| <e, 
o tai ir reiškia, kad 
2. 
lim 2—9 =6 
xo3 Х-3 


5 pavyzdys. [rodykime, kad, kai а»д0, 
lim V x= Va. 

Pasirinkę bet kurį e>0, nurodysime tokią taško a 6-aplinką, 
kad visi x iš šios aplinkos tenkintų nelygybę | V x— V a|<e. Pir- 
miausia pastebėsime, kad V x turi turėti prasmę, todėl x>0, t. y. 
6-2а (22 pav.). Toliau, kai x>0, 


Х-а 


Үх- Уа 


= 


-yg |V- VaV r+ Ya) 
12 Yx-Ya 
21-98) 21Х-0|. 
V*+Va Va 
Vadinasi, nelygybė | V x— V a|«e bus teisinga, kai bus tenki- 
nama nelygybė P5] <e, t. у. nelygybė |x—a|« eV a. Kitaip ta- 


riant, | V x— V a|«e, kai visi x>0 priklauso taško a aplinkai 
]a—e Va; а+г V a[. Prisimindami, kad x>0, Ка! óxza, gausi- 
me, kad ô gali būti mažesnysis iš skaičių a ir e Va. 

V Iš ankstesnio apibrėžimo gali būti nelabai aišku, ką reiškia 
teiginys „visi x, kurie pakankamai mažai skiriasi nuo a“. Mate- 
matinėje analizėje įprasta apibrėžti ribą taip. 

pibrėžimas. Skaičių b vadiname funkcijos | riba taš- 
ke a, jeigu bet kurį teigiamą skaičių e atitinka toks skaičius 0>0, 
kad visi xa, kai 
— ——————— |х—а|<%, 
asl “4-0 | 
iid s ш tenkina nelygybe 
22 pav, |f (x) — 5| «e. 
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BN 


mi 
а 


L | TN 


Dažnai kalbame apie funkcijos f vienpuses ribas taške a: ribą | 


iš dešinės ir ribą iš kairės. Tuomet ribos apibrėžime sąlyga xz&a 
pakeičiama sąlyga x>a (arba x<a). Pavyzdžiui, riba iš dešinės 
apibrėžiama taip. 


Skaičių b vadiname funkcijos f riba iš dešinės taške a, jeigu 


kiekvieną teigiamą skaičių e atitinka toks skaičius 020, кай visi 
xa, kai |x—a|<6, tenkina 4 sebum If(x) —b|«e. Ж 


Pratimai 


132. 
133. 


134. 


136. 
137. 


23—26 paveiksle pavaizduoti funkcijų gralikai. Nurodykite 


šių funkcijų ribas taške a. 


Funkcijos grafikas pavaizduotas 27 paveiksle. Ar egzistuoja 


jos riba taške a? taške b? 
Remdamiesi funkcijos ribos taške api- 
brėžimu, Араас 

lim(2x) = 135. lim (5— 3x) = 

x3 


xs 


3 
lim $ = 1. 
x 5 
Pateikite pavyzdj funkcijos, kuri turi 
ribą taške I, bet nėra šiame taške 
apibrėžta. 


27 pav. 


39 


12. Ribu teoremos 


Remiantis tik ribos apibrėžimu, ieškoti funkcijos ribos taške 
yra gana sunku. Tai atlikti daug paprasčiau, remiantis šiomis 
teoremomis (jų įrodymai nejeina į kurso programą). 

1 teorema. Jeigu funkcijos | ir g turi ribas taške a, tai 
egzistuoja šių funkcijų sumos ir sandaugos ribos taške a, būtent, 


lim(f(x) +g(x)) = іт f(x) -- lim g(x), 
lim(f(x) - а(х)) = іт (х) - lim g(x). 


Trumpai sakoma: sumos (sandaugos) riba yra lygi ribų sumai 
(sandaugai). . 
W Irodome sumos ribos teorema. 
Pagal sąlygą egzistuoja funkcijų f(x) ir g(x) ribos taške a: 
lim f (x) = Ву, lim g (x) = Bs. 
xa xa 
Tai reiškia, kad bet kurį sg>0 atitinka tokie skaičiai 6; ir бо, 
kad visi xa, kai |x —a|<ë,, tenkina nelygybę 


Ifa) -B< >, (1) 
o kai [x—a|«65, — nelygybę 
lg(x) —B.|< =. (2) 


Jei ô yra mažesnysis iš skaičių бү ir ӧз, tai visi xz^a, kai 
{х—а|<8, tenkina tas abi nelygybės. Todėl šios x reikšmės ten- 
kina ir nelygybę, gautą, sudėjus panariui (1) ir (2): 

Ix) - Bil + |g (x) —B2| <e. (3) 

Taikydami nelygybę |x+y|<|x|+|y]|, įsitikiname: jei xa, 
Įx—a|<ė, tai 

(GG) +g(x)) – (B1+B>)|= 100) —-B) +(8(4)—-B)| = 

|s«|[(x) -Bi|+ |g(x) - Bil z tz =e. 

Vadinasi, visi xz&a, kai |x—a|<ė, tenkina nelygybę 

| (4) +g(x)) — (Bi Bo) <e. 
Tai reiškia, kad 
іт (f(x) +g (х)) =Bi+ B, V 

Išvada. Jeigu funkcija f turi ribą taške a ir k — skaičius, 

tai funkcija kf taip pat turi ribą taške a, būtent, 
lim kf (x) =k lim (х). 


= = ia 


Trumpai sakoma: pastovųjį dauginamąjį galima iškelti už ri- 
bos ženklo. Iš tikrųjų, funkcija f(x) turi ribą taške a, o lim k=k 


х->а E 
(žr. 11 skyrelio 2 pavyzdį). Remdamiesi sandaugos ribos teorema, 
gauname: 


lim (kf(x)) =lim k» lim f(x) =k lim f(x). 
1 pavyzdys. Apskaičiuojame ribas: a) н x^; b) lim (2x3). 


a) Kadangi lim x—3, tai pagal ыыы ribos гон 


x3 


lim x? «lim (x : x) =lim x < lim x=3.3=9 


x3 x3 x3 x3 
b) Pagal sandaugos ribos teoremos išvadą: 
lim 2x — i an 2.2=4. 


x2 
Be to, lim 3—3 (žr. 11 skyrelio 2 pavyzdį). 
x2 


Remdamiesi sumos ribos teorema, gauname: 
Hin Чуй ni өн 4+3=7. 


x2 


2 teorema. Jeigu funkcijos | ir g turi ribas taške a ir funk- 


cijos g riba nelygi nuliui, tai egzistuoja dalmens 2 riba šiame 


taške, būtent, 


" 
PW Bu 
ха &(X) ” limg(x) ñ 

2 pavyzdys. Apskaičiuokime ribą lim Ta ; 


Paeiliui remdamiesi sumos ir анцданнах рэн teoremomis (£r. 
1 pavyzdžio sprendimą), gauname: 


lim (3x24+2) =3-44+2=14; lim(4x—1) =4-2—1=7. 
x2 x2 


Kadangi lim(4x— 1) 50, tai pagal dalmens ribos teoremą: 
х-»2 


lim (3x?4-2 
lim 2042. il TT ) M E, 
хэд 4Х-1 lim (4x—1) m E 


Pastaba. 1 ir 2 teoremai analogiškas teoremas galima pri- 
taikyti ir sekų riboms: 
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Jeigu egzistuoja sekų (ал) ir (bn) ribos, tai egzistuoja ir šių 
sekų sumos bei sandaugos ribos, būtent, 


lim (a, +5) —]im an+ lim bn, 


поо noo n—co 


lim (an +b„) =lim an · lim ba. 


Jeigu egzistuoja sekų (an) ir (bn) ribos ir sekos (bn) iba, ne- 
lygi nuliui, tai egzistuoja sekos (52) riba, butent 


їр, 
lim an 

: Qn n> 
üm 55” imi 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime ribą 
lim n (zs Lu _0,9" ). 
Taikydami a^a ND a teoremas, gauname: 


— 0,9" [= lim ~ lim Ga 


1 
2+ 7 lim 24-lim > 


n—oo n->00 


Pratimai 


Žinodami, kad limf(x)=-—2, limg(x)=5, apskaičiuokite 
x3 x3 


ribas: 

138. lim (f(x) +g (2). 139. lim (F(x) —g(z)). 

140. lim (4f (x) —2g(x)). 141. lim (f(x): g ()). 
x3 

: : 9 f) 

142. lim į (x). 143. lim 25 * 

144. lim AL, 145. lim (31 (x) +g (х) 
x3 8(Х)-1 

2g (x) --3f (x) (X) p 

146. lim ЁО ОЛ 147. lim NS +Ро)). 
Remdamiesi ribu teoremomis, apskaičiuokite: 

148. lim (7--3x- x9). 149. Ша? - er -H. 
: 3-3 115—2 

150. lim г * 151. ша ST“ 


152. Raskite іт (х, Ьул), lim(xn— Yn), lim хауа ЇГ lim 22 kai: 


a) lim x, —1, lim y„=3; b) lim x= —1, lim y4—5. 


n—co п->оо п-»оо 


153*. [rodykite, kad funkcija [x] neturi ribos taške 0. 

154*. a) Funkcija f turi ribą taške a, o funkcija g tame taške ri- 

bos neturi. Įrodykite, kad funkcijos /--6, f—g taške a neturi 
ribos. 
b) Tarkime, kad funkcijos f іг g neturi ribos taške a. Pa- 
teikite pavyzdžių, rodančių, kad šiuo atveju: 1) funkcijos 
Ї--а ir fg gali turėti ribas taške a; 2) funkcijų f--g ir fg 
ribos taške a gali neegzistuoti. 


13. Funkcijų tolydumas 


Iš 11 ir 12 skyrelyje išnagrinėtų pavyzdžių matyti, kad dažnai 
funkcijos | riba lim f(x) yra lygi funkcijos reikšmei pačiame taš- 


ke Хо. dos | 
Apibrėžimas. Funkcija f vadiname tolydžia taške ху, kai 


lim (х) = f(xo). 
1 pavyzdys. Kai x4>0 (Zr. 11 skyrelio 5 pavyzdį), 


lim V x^ V xo. 


X— Xo 


Vadinasi, funkcija Ү х yra tolydi bet kuriame taške x4>0. 
2 pavyzdys. Kai g(x)=x, tai 


lim g (x) = xo. 


Vadinasi, funkcija g(x) =x yra tolydi bet kuriame taške. 

3 pavyzdys. Jei /— pastovi funkcija: (х) = C, tai 
lim f(x) = С, koks bebūtų taškas хо. Vadinasi, pastovioji funkcija 
X—Xo 
yra tolydi. 

Remdamiesi sumos, sandaugos ir dalmens teoremomis (12 sky- 
relis), gauname: 

| teorema. Tolydžių taške x funkcijų suma, sandauga ir 
dalmuo (dalmuo — tuo atveju, kai vardiklis taške xy nevirsta nu- 
liu) yra funkcijos, tolydžios taške xo. . 2 

Prisiminkime, kad bet kuri racionalioji funkcija (iš paties ra- 
cionaliojo reiškinio apibrėžimo) gaunama iš tolydžiųjų funkcijų 
f(x) =C ir g(x) 2x, taikant sudėtį, sandaugą ir dalybą. Todėl iš 
1 teoremos iš»laukia: 

2 teorcma.: Racienalioji funkcija tolydi visuose taškuose, 
kuriuose ji pra apibrėžt. 
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98 pav. | 1 29 pav. 


Skyrium imant, sveikos racionaliosios funkcijos, t. y. funkcijos, 
reiškiamos daugianariais, yra tolydžios visuose skaičių tiesės taš- 
kuose. 

Jeigu funkcija yra tolydi kiekviename . intervalo / taške, tal 
sakoma, kad funkcija yra tolydi šiame intervale. Pats intervalas / 
vadinamas funkcijos f tolydumo intervalu. Tokios funkcijos gra- 
fiko dalis, atitinkanti intervalą /, yra nenutrūkstanti linija, t. y. 
linija, kurią galima nubrėžti, „neatitraukiant pieštuko nuo popie- 
riaus“. 

Pavyzdžiui, funkcija fi (x) =? yra tolydi visoje tiesėje, o funk- , 
cija | (х) = > yra tolydi intervaluose ] —oo; O[ ir ]0; oo[. Šių | 


funkcijų grafikai pavaizduoti 28 ir 29 paveiksle. 


Pratimai 


Raskite ribas: 


155. їп (29+2х#—8х—4). 156. айы, 
157. lim a A. 158. im : 
159. dim. 160*. lim lim асга” 
161. lim nii, 162. lim ык 


Nurodykite šių funkcijų tolydumo intervalus: 


163. x5— 2х. 164. _— 
x?—5x--6 х3--8 
165. 23223. 166. 252. 


14. Funkciju tolydumo taikymas 


Pirmiausia reikia pažymėti, kad to- 
lydžiųjų funkcijų ribos randamos be 
jokių skaičiavimų pagal ankstesniojo 
skyrelio 1 teoremą. Nurodysime kai ku- 
riuos kitus atvejus. 

Daugeliu atvejų patogu taikyti šią 
tolydžiųjų funkcijų savybę: 

jeigu funkcija f intervale ]a; b[ yra 
tolydi ir nevirsta nuliu, tai ji šiame in- 30 pav 
tervale turi pastovų ženklą. 

Iš tikrųjų, tarkime, jog yra tokie intervalo ]a; b[ taškai x, ir Хо, 
kad 


(ai (42) 


uo) 


(х1) «0, о хэ) >0. 


Geometriškai aišku, kad nenutrükstanti kreive, jungianti taš- 
kus (xi; f(xi)) ir (Хо: f(xo)), atskirtus tiese y=0, kerta šią tiesę 
kokiame nors duotojo intervalo taške xs (30 pav.), t. y. f(xs) =0. 
Tai prieštarauja sąlygai: funkcija f intervale |, b [ nevirsta nuliu. 

Sio teiginio griežtas įrodymas pateikiamas matematinės ana- 
lizės kurse. Šiuo faktu yra pagrįstas nelygybių su vienu kinta- 
muoju sprendimo metodas, vadinamas intervalų metodu. Aprašy- 
sime šį metodą. 

Tarkime, kad tolydi kiekviename apibrėžimo srities taške funk- 
cija f virsta nuliu baigtiniame skaičiuje taškų. Tuomet šie taškai 
padalija kiekvieną apibrėžimo srities intervalą į baigtinį skaičių 
intervalų, kurių kiekviename funkcija f yra pastovaus ženklo. No- 
rint nustatyti šį ženklą, užtenka apskaičiuoti funkcijos reikšmę 
nors viename pasirinkto intervalo taške. 5) ženklą patogu pažy- 
mėti koordinačių tiesėje. 

1 pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 


„Ža 8 (1) 


Funkcija 


yra tolydi kiekviename apibrėžimo srities taške (tai trupmeninė 
racionalioji funkcija) ir virsta nuliu taškuose — 1 ir 1. Šios funk- 
cijos apibrėžimo sritis yra visa skaičių tiesė, išskyrus vardiklio 
nulius — taškus 2 ir 3. Šie taškai ir taškai —1 bei 1 padalija 
funkeijos f apibrėžimo sritį į 5 
intervalus (31 pav.). 

Paveiksle pažymėtas f ženk- ——<—=— EE... 
las kiekviename iš šių interva- -1 1 2 3 
lų. Kadangi (1) nelygybė ne- 
griežta, tai taškai —1 ir 1 31 pav. 
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(funkcijos f nuliai) priklauso atitinkamiems intervalams. 15 pa- 
veikslo galima parašyti atsakymą: nelygybės sprendinys — inter- 
valų ]— œ; —1], [1; 2[ ir 18, œ[ sąjunga. 

W Pastaba. Pagal ribos iš dešinės (iš kairės) apibrėžimą, 
pateiktą 11 skyrelio p. 39, funkcija f vadinama tolydžia iš dešinės 
(iš kairės) taške a, jeigu jos riba iš dešinės (iš kairės) tame taške 
yra lygi f(a). 2 

Pavyzdžiui, funkcija f(x) = V x yra tolydi iš dešinės taške 0, 
nes jos riba iš dešinės šiame taške, būdama lygi nuliui, sutampa 
su f(0) = V 0=0; funkcija f(x) = (x) kiekviename sveikajame taš- 
ke x=p turi ribą iš dešinės, lygią nuliui, ir ribą iš kairės, lygią 
vienetui; f(p) =0, todėl šiame taške funkcija | yra tolydi iš de- 
šinės ir nėra tolydi iš kairės. WV - 


Pratimai 


Intervalų metodu išspręskite nelygybes: 
167. (x—1) (x—2) (x—3) <0. 168. V x*—4(x—1) <0. 


(x—2) (x—4) АЕ z a : 
169. ieri »0. 170. (x?—1) (43-41) (x*—1) 220. 
171. х4--552--4220. 172. a itn I 


15. V Istorinës Zinios 


Realiuju skaičių teorija iš pradžių vystėsi kaip dydžių santy- 
kių teorija. Pitagorui (VI a. prieš mūsų erą) priskiriamas 
kvadrato įstrižainės ir kraštinės „,„nebendramatiškumo“, t. y. nega- 


limumo išreikšti jų santykį trupmena л (m ir n — natūriniai 


skaičiai), įrodymas. Per daugelį amžių realiųjų skaičių sąvoka 
formavosi su konkrečiais uždaviniais be griežtos bendros teorijos. 
Faktiškai matematikai gerokai anksčiau negu XIX a. antrojoje 
pusėje žinojo realiuosius skaičius. Tačiau j klausimą, „kas yra 
realusis skaičius“, iš karto keliais būdais atsakė tik XIX a. antro- 
joje pusėje vokiečių matematikai R. Dedekindas (1831— 
1916), K. Vejerštrasas (1815—1897) ir G. Kantoras 
(1845—1918). . 

Jeigu matematika nagrinėtų tiktai racionaliuosius skaičius, 
jos turinys daugeliu požiūrių būtų siauresnis (nėegzistuotų tiks- 
li kvadratinė šaknis iš dviejų, ne kiekvienas koordinačių tiesės 
taškas turėtų koordinatę ir t.t.). Tačiau vien praktiniu požiūriu 
pasikeitimas būtų nedidelis. Praktikai nereikia net visų raciona- 
liųjų skaičių: užtenka tokių, kuriuos galima išreikšti baigtinėmis 
dešimtainėmis trupmenomis. I 
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` —-— — 


—— 


Tuo iš esmės ir pasireiškia racionaliųjų skaičių poaibio tankio 
visų realiųjų skaičių aibėje savybė. Geometriškai ši savybė reiš- 


kia, kad kiekvienoje koordinačių tiesės atkarpoje yra nors vienas . 


racionalusis taškas (vadinasi, ir be galo daug racionaliųjų taškų). 

Nekreipiant dėmesio į realias galimybes, galima sakyti: jeigu 
kiekviename racionaliajame taške uždegtume po žibintą, tai tie- 
sėje neliktų jokių tamsių tarpelių, žibėtų visa tiesė. Vis dėlto joje 
slypi labai daug iracionaliųjų taškų. Tam tikra prasme jų yra net 
„daugiau“ negu racionaliųjų. 

Paaiškinkime pastarojo teiginio prasmę. Visus racionaliuosius 
skaičius galima išdėstyti seka (ri, ro, ..., ra, ...), rašant nesu- 

p 


prastinamas trupmenas 4 Sumos |p|+q didėjimo tvarka, о kai ` 


ši suma yra ta pati — skaitiklio didėjimo tvarka: 
0 — 1 —2 —1 1 2 — — 1 —4 —3 
qvitTpy-]15^9?*09**T|1*34*5*53^5*tJg^*.1* 2, 
—2 — 1 2 3 4 —5 —1 
лаб табас ут ty 
Gautoji visų racionaliuju skaičių aibės ir visų natūrinių skaičių 
aibės |М| abipus vienareikšmė atitiktis rodo, jog tam tikra prasme 
racionaliųjų skaičių yra „tiek pat“, kiek ir natūrinių skaičių. Vo- 
kiečių matematikas G. Kantoras 1874 m. įrodė, kad neįmanoma 
taip „sunumeruoti“ visų realiųjų skaičių aibės: kokia bebūtų rea- 
liųjų skaičių seka (xi, Xo, ..., Xn, ...), galima rasti realųjį skai- 
čių x, nesantį šios sekos nariu. 
Apie tai išsamiau galima pasiskaityti populiariose bei moksli- 
nėse knygose, skirtose begalinių aibių teorijai. Kaip savarankiš- 
kas mokslas, aibių teorija ėmė formuotis ir sukėlė visuotinį mate- 


matiku susidomėjimą XIX a. pabaigoje, radus joje įdomių bei ne- | 


tikėtų rezultatų, panašių į anksčiau minėtuosius. 


Papildomieji I skyriaus pratimai 


173. Išreikškite begalinémis periodinėmis trupmenomis šiuos skai- | 


čius: 


174. Kuriuos iš šių skaičių galima išreikšti begalinėmis neperio- 
ши picta 


‚ V2, — 5, V125, — V3, V36, — 250 


175. T— tris pirmuosius dešimtainius ženklus begalinės de- 
šimtainės trupmenos, reiškiančios skaičius: 


a) 3-ү2: b) + V3. 
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176. [rodykite: 
a) dvieju racionaliųjų skaičių suma (sandauga) yra racio- 
nalusis skaičius, 
b) racionaliojo ir iracionaliojo skaičiaus suma yra iraciona- 
lusis skaičius. 

177*. Jeigu x — iracionalusis skaičius, tai iracionalūs yra ir skai- 
čiai: 


a) V Tx]; b ) L. Įrodykite. 


178*. Parodykite, kad dviejų iracionaliųjų skaičių suma (sandau- 
ga) gali būti ir racionalusis, ir iracionalusis skaičius. 
179*. Jeigu a ir B yra skirtingi realieji skaičiai, tai egzistuoja 

tarp jų esantis a) racionalusis skaičius; b) iracionalusis 
skaičius. Įrodykite. 
180. Kuris skaičius didesnis: 


a) Л S аг 5i 5) ИЗ ar 1,732; с) V7+ V 10 ar V3+ y 19? 


181. Suprastinkite reiškinius: 


j - 4 — 1 —+ 34 — 
b) X +x (X -x ‚[5_+2х__ х —2x 
xi-x-l]  #+х+1 || 9—1 41 : 


182. [rodykite: a) nelygybę — |x|<x< |x|; b) pagrindines modu- 
lio savybes (žr. 2 skyrelį). 

183. Raskite dešimtainius artinius su trūkumu ir su pertekliumi 
0,1; 0,01; 0,00001 tikslumu: a) skaičiaus 10,6071426; b) skai- 
čiaus -8| 129952. 


184. Įrodykite, kad skaičiai yra racionalūs: 


a) V 3«2y3— V 3-2y3; b) V 7144V32 Ү7-4ү 3: 


З= E Зра 2 
c) Y 26-15 Y 34- V 3; d) V 614-46 V 8—2V & 
185. Apskaičiuokite skaičių sandaugą su dviem dešimtainiais 
ženklais: 
a) -2,1468 ir 1,5431; b) V2 ir 2,31457; 
c) л ir 0,73521; d) x ir V5. 
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— 


—  — (1 — илилн- | 


. 186. Raskite 2 0,01 tikslumu, kai: 


a) х--0,45217..., b) x—4,867314; 
c) х--49,157413. 


187. Pritaikykite šių sekų n-tojo nario formules: 
1 1 1 1 1 


а) 3" a пао 
1, 127, 511, 

2. B 82, 242, 730, 
1, 


1 Эр 


b) 
c) 
d) —6, 7, 


+ 
2, 3? —4, 5? 


188. Raskite suma: 3--334-333--...--33 8 
Їл skaitmenu] 
2n—3 
s 


189. Seka (xn) išreikšta formule Ха-- 
Su kokiomis natürinémis n reikšmėmis yra teisingos nely- 
gybés: 

a) |x, —2|<0,1; b) |x.—2|«0,01; c) |x,—2| «e? 


190. Remdamiesi sekos ribos P iit jrodykite, kad: 


cs | 5 
а) Пт 3 =0; b) lim — = =0; c) lim — =0. 


191. Paverskite paprastaja trupmena: 
a) 0,(17); b) 2,(73); c) —3,(7); d) —2,5(37). 


192. Raskite šiu reiškiniu reikšmes: 


у 005), p) 910) 030 
0,(3) ? 0,4(5) —0,2(3) * 


193*. Žinoma, kad lim x, =a. [rodykite, kad visi šios sekos narial, 


noo 


išskyrus galbūt baigtinį narių skaičių: a) mažesni už 0, kai 
ач 0: b) didesni už 0, kai g<a. 
194. Žinoma, kad lim x„=0,4, lim y„=0,2. 


Raskite: 
a) lim 5Xn; b) lim (xn + ya); 
c) lim (2x4y4 4-1); d) lim (22 +3). 
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195. 


196. 


197. 


198. 


199. 


Raskite ribas: 


2п—1 : 203--51-1 , 34+5n), 
а) lim л (5271): b) ls 


c) im (525 3 L d) lim (52 2220 Ji 


5n—] n?-2n—] noc (437--2 п?-+п—1 
e) lim 2737; f) lim (Vn+5- V ntl; ^ 
no n—oo 
g) lim (V n?--3n— V n?—n). 


Stačiojo trikampio statinis a padalytas j п kongruenčių dalių 
ir ant gautų atkarpų į trikampį įbrėžti stačiakampiai 
(32 pav.). Apskaičiuokite sudarytųjų laiptinių figūrų plotų 
sekos S, ribą. Gautąjį rezultatą paaiškinkite geometriškai. 
Figūrą apriboja parabolė y—x?, abscisių ašies atkarpa [0; 2] 
ir tiesė x=2 (33 pav.). Nubraižykite laiptinę figūrą, kaip nu- 
rodyta 196 pratime, ir apskaičiuokite pradinės figūros plotą, 
laikydami jį laiptinės figūros ploto riba. 

Raskite koordinačių tiesės taško P koordinatę, žinodami, kad: 


а) |AP|=|BP|, A=M(-10,2), B=M (0,4); 
BP|=2|AP|, A-M(0), B=M (12). 


Koordinačių tiesėje pažymėkite tašką, kurio koordinatė lygi: 


a) V10; b) — V 4. 


200. 


201. 


202. 


203. 


204. 


205. 


206. 


207. 


Išspręskite lygtis (nelygybes): 


a) |3x—2|=0,3; b) |2х+3|=0,1; 

с) |2x—2,5| 0,5: d) |2х+1|>1; 

e) 110--3х1«7, f) |x4+4|=|x—4|; 

g) |2х--2,51--1х-43,3|, h) |х|2>|х—2]; 

i) |x—5|<|x—1|; 1) |x+7|=|x—2|+ |x—31. 
Pavaizduokite koordinačių plokštumoje aibę taškų, kurių 


koordinatės tenkina sąlygas:. 
a) (3x—2y) (2х+1)=0; b) x2—y?=0; 
с) (2-4) (022—1) 26; d) xi 24401; 
- А 4) ш» 
е) Ix| + х= |0[+0; f) |x] Л” 
Р 1 Р 
g) 12458) 4 «1: D 0449. 


Įrodykite, kad aibė taškų, kurių koordinatės tenkina sąlygą 
(х—а)2+ (y-b)?*—r? (r>0), 


yra apskritimas, kurio spindulys r, o centras M (a; b). 
Įrodykite, kad: a) apskritimo ir tiesės; b) dviejų skirtingų 
apskritimų susikirtimas yra taškų pora, taškas arba tuščia 
aibė. Nurodykite, kuriomis sąlygomis gauname vieną ar kitą 
atvejį. 


Nurodykite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų apibrėžimo 
sritis: 
а) f(x) = V 1—15]; b) f(x) =Ig(1—+7); 
2 ——SQhU 
с) Н) Gi d) р) = Y t3-t 


e) f(x) =16(х2—2х+3). 
Nurodykite šių funkcijų apibrėžimo ir reikšmių sritis: 
a) у=х+ L; b) Яс Үх—х. 

Nubraižykite šių funkcijų grafikus: 

а) у= 2*3: p) y—-Vx-l-2; c) у= 


7 8x—]l" x14] `° 


Kubą, kurio briauna a, kerta plokštuma, lygiagreti kubo jstri- 
žeininei plokštumai. Raskite gautojo pjūvio S(x) ploto ir 
šios plokštumos atstumo x iki kubo viršūnės A priklausomybę 
(34 pav.). Nurodykite funkcijos S(x) apibrėžimo sritį. Nu- 
braižykite šios funkcijos grafiką. 
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208", Apskaičiuokite ribas: 


х2-4 


sE pay, f) lim V x—I. 


209. Nurodykite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų tolydumo in- 
tervalus: 


2 — 
a) s =i b Ух-1, oVix-i|. 
210. Remdamiesi ribu teoremomis, jrodykite 13 skyrelyje sufor- 
muluota 1 teorema. 
211. I$spreskite šias nelygybes: 


1 1 1. 1 2 3 
a) TIE b) —+— 


х+1 x43 x28! 
c) (0—4) Ух+1>о; d) Dei Үлбэх 

212—214 uždavinių sprendimas remiasi matematinės indukci- 
jos principu, dažnai laikomu viena iš aritmetikos aksiomų. Šis 
principas formuluojamas taip: 

Jeigu teiginys, priklausąs nuo natūrinio skaičiaus n: 

a) teisingas su tam tikra pradine reikšme n= no; 

b) ir iš prielaidos, kad jis teisingas su n=k, kurio k œo yra 
bet koks natūrinis skaičius, išplaukia, kad teiginys teisingas ir 
su n=R+1, 

tai teiginys yra teisingas su bet kuriuo natüriniu п>. 
212. Matematinės indukcijos metodu įrodykite lygybes: 

a) 123-224-3824... ЖЕШИП). 
ps 6 : 
b) 12--32--5?4-.. .-- (2n — 1)2= 2022-1104), 
3 , 
с) 18+33+53+...+ (21—1)3=n2(2n2—1). 
213. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad su kiekvienu 
natūriniu skaičiumi n: 
8) 6*7—141 dalijasi iš 7; 
b) 474151—1 dalijasi iš 9. 
214. Matematinės indukcijos metodu jredykite, kad n plokštumos 
tiesių dalija plokštumą ne daugiau kaip į 1+ ginti dalių. 
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z0. 


II skyrius 
IŠVESTINĖ IR JOS TAIKYMAS 


$ 4. ISVESTINÉ 


16. Funkcijos didéjimas ir mazéjimas 


35 paveiksle nubraižytas grafikas, vaizduojas, kaip kinta lėk- 
tuvo aukštis per dešimt skridimo valandų (laikas matuojamas va- 
landomis, aukštis — kilometrais). Pirmąją valandą lėktuvas kyla, 
po to tris valandas skrenda pastoviame aukštyje, toliau valandą 
vėl kyla, keturias valandas skrenda naujame pastoviame aukš- 
tyje, o paskutinę valandą leidžiasi. l 

Siame pavyzdyje aukštis A yra laiko £ funkcija, apibrėžta in- 
tervale (0, 10]. Intervaluose [0; 1] ir [4; 5] ši funkcija, didė- 
jant t, didėja, intervaluose [1; 4] ir [5; 9] ji yra pastovi, o inter- 
vale.[9; 10] ji sumažėja iki nulio. 

Suformuluokime iš VIII klasės žinomus apibrėžimus, patiksli- 
nančius šiuos negriežtus samprotavimus. ' 

I. Funkciją f vadiname didėjančia aibėje P, jeigu, pasirinkus 
du bet kokius aibės P skaičius xı ir Хо, iš nelygybės x, <x; išplau- 
kia nelygybė f(x1) «f (xs). 

II. Funkciją f vadiname mažėjančia aibėje P, jeigu, pasirinkus 
du bet kokius aibės P skaičius x; ir x2, iš nelygybės x;« xs išplau- 
kia nelygybė f (xi) >f (x2). 

l pavyzdys. Funkci- / 
jos h(x) 2x, |5(х)-233 (36 
pav.) ir apskritai (х) =х", 
kai n yra bet kuris nelyginis 
natūrinis skaičius, visoje 
skaičių tiesėje didėja. i 

2 pavyzdys. Funkci- 
jos f(x)=x?, [(x)=x4 (37 
pav.) ir apskritai f(x) =х", 
kai n yra bet kuris lyginis 
natūrinis skaičius, didėja in- : 
tervale (0, оо [ ir mažėja in- 
tervale ] — oo; 0]. 

3 pavyzdys. Funkcija 
f(x) = {х} (trupmeninė x da- 85 pav. 


36 рау. 37 pav. 


lis) didėja kiekviename intervale [п; n+1[, kai п — bet kuris svei- 
kasis skaičius (žr. 19 pav.). 

Pastaba. Tiriant funkcijų didėjimą ir mažėjimą, reikia nu- 
rodyti maksimalaus ilgio didėjimo ir mažėjimo intervalus. Spręs- 
dami 3 pavyzdį, galėjome nurodyti, kad funkcija f(x) = (x) didėja 
intervaluose | n; n4- zl . Tai, žinoma, teisinga, tačiau toks atsa- 
kymas būtų nepilnas. 


Pratimai 


215. Nubraižykite grafiką kokios nors funkcijos, didėjančios inter- 
valuose ] —oo; —2] іг [0; 1] ir mažėjančios intervaluose 
[—2; 0] ir [1; oo[. 

Nustatykite šių funkcijų didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


216. f(x) =—3x+2; 217. f(x) 2x—2; 

218. (х) = — 4240: _. 219. р(х) = (x—2)*; 

220. f(x) 2 — (x—3)7; 221. f(x) = —2x?-6x— 7; 
222. [(x) = — ; 223. jx) = — 1; 

224. T T 225. fp gg 

226. f(x) = БА; 227. ойе”: 

228. | (х) -2*; 229. f(x) = (5): 


230. f(x) =1g х. 


231. Funkcija р(х) =x? didėja intervale (0, œf ir mažėja inter- 
vale | —co; 0]. Įrodykite. 
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232. Funkcija v(x) — + mažėja intervaluose ] — оо; O[ іг |0; œ[, 
bet ne jų sąjungoje. Įrodykite. 

233. Funkcija f didėja intervaluose: 
a) [0; 2] ir [1; 3]; b) [0; 2] ir [2; 3]; c) [0,2] ir ]2; 3]; 
d) [0; 2[ ir [2; 3]. Ar f gali nebüti didéjantia atkarpoje 
[0; 3]? | 

234. Jeigu funkcija f didėja intervale /, tai funkcija —/ šiame 
intervale mažėja. Įrodykite. I 


17. Funkcijos pokytis 


Sakykime, x ir x; — dvi nepriklausomo kintamojo reikšmės iš 
funkcijos | apibrėžimo srities. Skirtumas x—xo yra vadinamas 
nepriklausomo kintamojo pokyčiu taške хо ir žymimas Ax (skai- 
toma: „delta iks“). Vadinasi, 


AX — X — Xo, 
o iš ёа 
x= xo + Ax. 
Sakoma, kad nepriklausomo kintamojo pradinė reikšmė xo „įgi- ` 
jo pokytį Ax“. Dėl to funkcijos reikšmė pasikeis dydžiu 


F(x) — (xo) = F(x0+ Ax) — (хо). 


Šis funkcijos naujos reikšmės f(x44+Ax) ir jos pradinės reikšmės 
(хо) skirtumas vadinamas funkcijos | pokyčiu taške хо ir žymi- 
mas simboliu Af(xo) (skaitoma: „delta ef taške xo“). Pagal api- 


prsi 
rėžimą Af (xo) =f (Xo-- Ax) – (xo), 


f (Xo Ax) =Í (xo) + Af (xo). (1) 


АГ Хо) dar vadinamas pri- 
klausomo kintamojo y pokyčiu 
ir žymimas Af arba Ay (38 pav.). 

Atkreipkite dėmesį į tai, kad 
Af priklauso ir nuo xo, ir nuo Ax; 
kai хо fiksuotas, pokytis Af yra 
Ax funkcija. 

Pavyzdys. Raskime Ax ir 
Ay taške хо, kai хо=2, x=1,9 ir 
geag 0 07 00 0 0 1 0 ВЕНИ 

Sprendimas. Pagal po- 
kyčių apibrėžimą: 

Ах=х—ху= 1,9—2= — 0,1; 

Ар={ (1,9) —f(2) 1 


o iš čia 


y 
Taik 


Pratimai 


235. Raskite funkcijos y—2x--5: 


236. 


237. 


238. 


a) x ir Ay, kai хо=3 іг Ax=0,2; 

b) x ir Ay, kai хо=4 ir Ax—0,06; 

с) Лу, kai Хо--4 ir Ax=0,1; 

d) Ay, kai хо=7 ir АХ--0,01. 

Raskite funkcijos у= х? pokytį Ay, atitinkantį Ax, kai: 
а) x=2,5 ir xo—2; ` b) x=3,9 ir x9—3,75. 


Raskite funkcijos у= 1 pokytj Лу, kai: 


a) Хо--9, Ах--0,06, b) Х--4,02, Ax=0,02; 

с) хо=5,06, Ax= —0,3; d) x26, Ax= —0,02. 

Funkcijos pokytį taške хо išreikškite skaičiumi xo ir poky- 
čiu Ax: ` 


a) у=5—3х; b) y=2 Vx; 
c) f(x) 23x*; d) f(x) 22x— x*. 
239. Raskite f(xo+Ax), f(xo--Ax) – (хо) ir 8849 — 109. kai: 
a) f(x) 2x*; b) f(x) =ax+b; 
c) f(x) =ax2+ bx+c; d) f(x) = xš. 
240. a) Įrodykite didėjimo požymį: funkcija f aibėje P didėja tada 


241. 


18. 


ir tik tada, kai bet kokios argumento reikšmės x ir x4 Ax 
(Ax>0) iš aibės P tenkina sąlygą 4L >0. 

b) Suformuluokite ir jrodykite analogišką funkcijos mažėjimo 
aibėje P požymį. 

Remdamiesi funkcijos didėjimo (mažėjimo) požymiais (žr. 
240 pratimą), nustatykite šių funkcijų didėjimo (mažėjimo) 
intervalus: 

a) х) =2х+3; ` b) g(x)=7—5x; 

с*) р(х) =°; 4") q(x) 23—x5; 

e*) A(x) —x*. 


Išvestinės apibrėžimas 


Su išvestinėmis iš esmės susidūrėte jau VIII klasės fizikos 


kurse, apibrėždami momentinį greitį laiko momentu ёо, kaip vidu- 


tini 
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o greičio ribą laiko tarpu (бо: fo-- Лі] taške £o 


umi 


Analogiškai judančio kūno vidutiniam ir momentiniam greičiui 
funkcijos kitimo vidutiniu greičiu intervale [xo; x44-Ax] vadina- 
mas funkcijos pokyčio ir nepriklausomo kintamojo pokyčio san- 
tykis: 

Af (Xo) _ [(xo-- Ax) —f (Xo) 
Ax Ax à 


Vidutinio greičio riba, kai nepriklausomo kintamojo pokytis artėja 
prie nulio, 

Af(xo) _ yigg LEEA — (20) 

Ах-0 АХ | Ахэ0 Ах 


vadinama funkcijos kitimo greičiu taške xy. Funkcijos kitimo grei- 
tis taške хо ir yra jos išvestinė. 
Apibrėžimas. Funkcijos | išvestine taške х, vadinama 


lim 
Ax—Ü 


f (xo4- Ax) —f (xo) 
Ax ы 


Funkcijos f išvestinė taške хо žymima Г (Хо) (skaitome „ef 
brūkšnelis taške xo“). Taigi pagal apibrėžimą 


, е Ах) – 
Ї (хо) -lim [(%+ x= Ї ха) 1 (1) 


Funkcija, turinti išvestinę kuriame nors taške, vadinama dife- 
rencijuojama tame taške. Pažymėkime D, aibę taškų, kuriuose 
funkcija f yra diferencijuojama. Priskirdami kiekvienam skaičiui 
xo €D, skaičių Г (хо), aibėje D, apibrėžiame funkciją. Ši funkcija 
vadinama funkcijos f išvestine ir žymima f“ arba f'(x). Duotosios 
funkcijos išvestinės radimą vadiname diferencijavimu. 

l pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) =x* išvestinę. 

Pagal funkcijos išvestinės taške apibrėžimą (žr. (1) formulę) . 
rašome: 
| (%+Ах)?%—х$ -€— 2х0Ах+ (Ах)? . 

Ах 


' (x9) = lim 
F бо) Ax—0 Ax—0 Ax 


—]im (2xo4- Ax) =2xo. 
Ax0 
Paprastai šį rezultatą rašome taip: 
(x?) = 2х. | (2) 
2 pavyzdys. [rodykime, kad 
(2 --2- (3) 
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Pagal funkcijos f(x) = išvestinės taške хо apibrėžimą, kai 
Xoz7*0, rašome: 


1 П 
P (xo) «lim ZEA 56 lių tAn 


Ax—0 Ax Ах-эд M(Xo--Ax)Xo — 
ME Eu NEC S 
лхо AM (Xo+ Ax) Xo Ах) (xo Ax) хо xit 


Remdamiesi (3) formule, apskaičiuojame funkcijos fa 1 
išvestinės reikšmes f'/(103) іг f(10-3). Gauname; 


" — d ? “Әй ы = 
F08) =— > P107) — 105. 
3 pavyzdys. Įrodome, kad 
22 (x)'=1. (4) 
Iš tikrųjų, 
(x) «lim #®А*—* „у 1-41, 
I Ах-»0 Ax—0 
4 pavyzdys. [rodome, kad konstantos išvestinë lygi nu- 
liui: 
С'=0 (5) 
Iš tiesų, 
C'=lim S=“ —lim = lim 0=0. 
Ax>0 AX Ах-0 AX — Ax>0 


5 pavyzdys. Apskaičiuojame funkcijos f(x) = |х| išvestinę. 
Pagal -apibrėžimą 
me; kai x« 0, 
Мх)=|х|= | x; kai xz. 


Sios funkcijos grafikas pavaizduotas 39 paveiksle. 
Kai x įgyja teigiamas reikšmes, funkcija |x| kinta taip, kaip 
3 pavyzdyje išnagrinėta funkcija. Todėl natūralu manyti, kad jos 
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išvestinė, kai x0, lygi 1. Kai x įgyja neigiamas reikšmes, funk- 
cijos |x| mažėjimo greitis lygus 1. Kitaip sakant, jos kitimo grei- 
tis lygus —1. Taigi ieškomoji išvestinė išreiškiama šitokia ior- 
mule: 
1, kai x0, 
|x|’ = I (6) 
-1, Ка! x<0. 


Kai dėl taško x=0, tai išvestinė |x|“ jame neegzistuoja; t. y. 
taške x=0 funkcija |х| nediferencijuojama. Funkcijos (|x|)“ gra- 
fikas pavaizduotas 40 paveiksle. 

Minėtus teiginius galima įrodyti. 

V Sakykime, x<0. Parinkime Ax tokį mažą, kad būtų teisinga 
nelygybė x4-Ax<0. Tada 


Í (x - Ax) = |x-Ax| = — (х-+ Ах) = —x— ^x, 


Aj Ах) РО) _ |\х+Ах|—|х|_ —х—Ах—(—х) _ 
A Ax ud AX B Ax 
AAE _ l 
Ax — 
Vadinasi, kai x<0, 
(Ix|)/=1im 229. = lim (—1) =—1. 
2 Ax—0 


Analogiškai йш, kad (|х1)7-41, kai x20. 
Dabar jrodykime, kad taške х--0 tiriamoji funkcija išvestinės 
neturi. Iš tikrųjų, 
АГ). Н0--Ах)-41(0)  [(Ax). |Ах! 1, kai Ax>0, 


SAEC Ax UAM — AX -1, kai Ax« Q0. 


Tačiau tada neegzistuos riba 


taigi neegzistuos ir nagrinėjamos funkcijos išvestinė taške 0. 
Iš tiesų, tarę, kad (7) riba egzistuoja ir lygi skaičiui A, tam 
tikroje taško 0 aplinkoje turėtume 


[КР д |. 


Jei Ax teigiamas ir priklauso šiai aplinkai, tai |1-А|<1, t. y. 
—1<!1-4<!, агра 


0<A<2. (8) 

Jei Ax neigiamas ir priklauso šiai aplinkai, tai | C1—A]|« 1, 
ty. —1« —1—A« 1, arba 

—2«A«0. (9) 


(8) ir (9) nelygybė prieštarauja viena kitai, todėl prielaida, 
kad egzistuoja (7) riba, neteisinga. 
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Pastaba. Jei egzistuoja funkcijos AL dešinioji (kairioji) 


riba (Zr. p. 39) taške x, tai sakoma, kad funkcija f turi tame 
taške dešiniąją (kairiąją) išvestinę. Iš pateiktų samprotavimų iš- 
plaukia, kad taške 0 neciferencijuojamos funkcijos |x| dešinioji 
išvestinė egzistuoja tame taške ir lygi 1; kairioji jos išvestinė nu- 
lio taške lygi —1. w 


Pratimai 


242. Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite šių funkcijų išves- 
tines: a) А(х) 2ax--b taškuose 2 ir 4; b) о) = 1 taškuo- 
se 1, 4. 
Remdamiesi apibrėžimu, raskite funkcijos išvestinę: 

243. 3—2x. 244. kx+b. 245. x3. 246. ax?+bx+c. 247. L. 
Įrodykite: 


248. (Их'= —=- 249. (V x)'— 


Sy 250. WAY uu 


251. Raskite funkcijų f(x) = V x ir а(х) = V x° išvestinių! id 
mes: 


a) (1); b) f'(4); c) Г(25): d) g'(1); e) g'(8); 1) g'(125). 


19. Išvestinių skaičiavimo taisyklės 


Išvestinėms skaičiuoti yra kelios parankios taisyklės, nusako- 
mos teoremomis. Be to, kaip ir ribų teoremų atveju, tarsime, kad 
toliau nagrinėjamos funkcijos yra apibrėžtos tam tikroje taško хо 
aplinkoje. 

1 teorema. Jei funkcijos u ir v diferencijuojamos taške хо, 
tai jų suma dijerencijuojama tame taške ir 


(4-4-0)/-и7--27, 

Trumpai sakoma: sumos išvestinė lygi išvestinių sumai. 
Norėdami įrodyti, apskaičiuokime funkcijų sumos pokytį: 
A (u- 0) = (u (Xo-F Ax) +v (Xo- Ax) ) — (u (xo) +0 (xo) ) = 
= (u(xo+ Ax) — u (Xo) ) + (V (xo + Ax) —v (xo) ) 2 Au + Av. 


Remdamiesi sumos ribos teorema bei funkcijų и ir о diferen- 
cijuojamumu taške хо, gausime: 


” E ne MCEBAU __,. Хо 
(4--0) m Эн pom m As im m (25 eJ" 
1 Ciim ^* lim 20 care | 
Ax—0 Ax—0 


Analogiškai įrodoma, kad skirtumo išvestinė lygi išvestinių 


skirtumui. 
Pastaba. Galima įrodyti, kad (4144>>+...+4,)/=141+4/2>+ 


+... Um. 
Sandaugos ir dalmens išvestinės formulei išvesti taikoma to- 


kia lema. | 
Lema. Jei funkcija f diferencijuojama taške хо, tai 


lim Af (x) = 
Ах- 0 
Įrodymas. Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, gausime: 


lim Af (xo) —lim (0. Ax) = =lim 60. lim Ax= (х): 0-0. 
Ах--0 Ax—0 


Ax—0 


Iš šios lemos išplaukia, kad funkcija " diferencijuojama taš- 
ke хо, yra tolydi tame taške. Iš tiesų, 


lim a) =lim (f (x) — | (Хо) +Í (x0)) im rou) +Í(xo)) = 
= lim Aj (xo) +lim Ёоо) -04f(x)- Í (xo). 


2 teorema. Jei funkcijos u ir v diferencijuojamos taske хо, 
fai jų sandauga diferencijuojama tame taške ir 
(uv)! —u'v-- uv'. 
Norėdami tai įrodyti, pirmiausia pagal 17 skyrelio (1) formule 
apskaičiuokime funkcijų sandaugos pokytį: 
A(uv) =u (xo+ Ax) V (xo + Ax) — u (xo) v (xo) = 
= (u (xo) + Au) (V (xo) + Av) — u (xo) v (xo) = 
=U (Xo) © (Xo) 4- Auv (xo) +u (xo) Av + AuAv —u (xo) V (Xo) = 
= Лио ило + AUAU 
(v=v (xo) іг u=u (xo) — skaičiai). 
Pagal teoremos sąlygą funkcijos u ir v diferencijuojamos taš- 
ke xo, todėl 


lim 24 —, lim 22-07, 


X—Xo Ax : X—Xo Ax 
I$ jrodytosios lemos 
lim Av —0. 
Ax—0 


Remdamiesi sumos ir sandaugos ribos teoremomis, iš čia gau- 
name: 
A(uv) > Аи Ло, Au 
nuova - 
ums" = дт Av) 


Ах-»0 


(uv)! = Ar 


=v lim 2“ +u lim 27 2 lim ^* lim Av= 
дх-0 ÂX лхо AX Ax>0 AX Ax50 


ш-и70--ио”--и0--470--ид!, 
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| Išvada. Jei funkcija и diferencijuojama taške хо, o C — 
konstanta, tai funkcija Cu diferencijuojama tame taške ir 


(Си) --Си. 

Trumpiau: pastovų dauginamąjį iškeliame prieš išvestinės 
ženklą. 

Įrodymas išplaukia iš 2 teoremos ir sąlygos C'—0 

(Cu)' = С'и+ Си =0и+ Си = Си’. 

3 teorema. Jei funkcijos и іг v аіјегепсіјиојатоѕ taške xo 
іг јипксіја v tame taske nelygi nuliui, tai dalmuo E taip pat di- 
ferencijuojamas šiame taške ir 


иү uv—uv 
v) v ° 


Įrodymas. Iš pradžių išvedame formulę 


I3 о! 
is] ue 0) 
{Тат tikslui apskaičiuojame funkcijos L pokytj: 
1 1 1 — (xo) —v(Xo-FAx) . —Av 
117 55) 004 808839 


v = 0(хо4-АХ) ^ v(xo) U (Xo) -U (Xo4- Ax) 0(0--А0) ; 


čia о=0(хо) — skaičius. I$ jrodytosios lemos lim Av=0. 
Ax—0 


Remdamiesi dalmens ribos teorema ir funkcijos v diferencijuoja- 
mumu taške Хо, gausime: 


, (12 3 lim 4° 
(5) slim 54 pe oan. E BBL 
0] “үхэр ÀX лхо U(0-- AU) Ax Em. (04-20) 02" 
Dabar, remdamiesi 2 teorema, Boutons: 
u d D. vul (ay —v'  uv—uv' 
(5) =u.) =u i +u (2) =% +u -r7 =° p 


Pavyzdžiai. Taikydami įrodytas teoremas bei 18 skyrelio 
formules, raskite šių funkcijų шини 


1. х2 1. 2.V x42. 3. У x—7x. 4. 


МЭ? š 
Sprendimas. 1. (12— l) =( /-(ij-2m -(-5)- 
1 
=2x+ z; 
= 7 pt uu 1 = 1 
2. (V x+2)'= (ух), + (2) зут +0 зүгт? 
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з. (3-13 = (УХ'— (9) 761 үгэ, 


3i x Зу xi 
( x: poco +l) — 
x+1/ Q3 4-1)? i (х2+1)2 
шинжин аи "Un (+ 
Dabar išvesime laipsninés funkcijos x", kai п — natūrinis skai- 
čius, didesnis už 1, išvestinės bendrąją formulę. 
Funkcijos x? išvestinės formulę jau žinome: 
(х2)7--2х. 
Remdamiesi sandaugos diferencijavimo formule, lengvai gau- 
name: 
x3)”= (x2 ° x)”= (х2)” : x4 x2 (x”) =2x. x+ x2. 1--3х2, 
(x5) 2 (x3 x)'2 (33)! x+ (x) 23x? - x+ xŠ . 1 =4xš. 
Dabar atkreipkime démesj j tai, kad 
(x32) 22x, (x3)'=3x3-1, (x*)/=4x1-1, 


Galima jrodyti, kad ir su kitais natüriniais п уга teisinga for- 
mulé: 
(x)! n, (2) 


W Sakykime, (2) formulė teisinga, kai n—R, t. y. 
(xF) = Rxh-!. 
Įrodykime, kad (2) formulė bus teisinga ir kai n=k+1. Iš 
tikrųjų, 
. (xh+1)”= (x^ - x)' 2 (xh)'x+ xh (x) 2 Rxh-l, x+ xh= 
=kRxh+ xh (k+ 1) х". 


Pagal matematinës indukcijos: principa (Zr. p. 52) (2) for- 
mulė teisinga su kiekvienu natūriniu n1. W 
Jei n=1 arba 0 ir x>*0, tai ta formulė irgi teisinga. Tikrai, kai 
x0, iš (2) formulės gauname: 
(x!)^z1-*xi-121-x9—1, 
(x9) 20 + x0-1=(), 


Tai sutampa su ankstesniame skyrelyje apskaičiuotomis funkci- 
jų x ir 1 išvestinių reikšmėmis. 
Pagaliau tarkime, kad n — neigiamas sveikasis skaičius. Tada 
=— m, o т — natūrinis skaičius. Pagal dalmens diferencijavi- 
mo (1) formulę, remdamiesi natūrinio rodiklio m atveju įrody- 
{аја (2) formule, gauname (х5=0): 
1 ЇЕ —(x"m)  —mxm-! 


r (ү-тү”- [L > шах 
(xn) = (x m) ын (4 (xm)? x2m 


——Hm.—— =—тх-"—!=пх"-—! 
cies orc HX e ин 


Taigi įrodėme teiginį. 
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4 teorema. Jei n — bet kuris sveikas skaicius, o x — bet ku- 
ris skaičius (x0), kai п<1, tai 


(x7)! — nx"-, 


Pavyzdžiai. Raskime funkcijų išvestines: 5. х—5. 6. 3х7 — T 
Sprendimas. | 
5. (х-2) ---5х-5-1---5х-8, 


e. (37-45) -3(5)/-8(х73) -43-7-38-5(-3)х4-2138-- 15, 


Peržiūrėję ankstesnio skyrelio pavyzdžius bei ten išspręstus 
pratimus, pamatysime, kad (2) formulė teisinga ir tuomet, kai ro- 
diklis n — bet kuris racionalusis skaičius. Iš tikrųjų 


зү V5 1 14 og 4 
LŽ) ar aTa езх , 

i a 43. 2 2 "X S j—1 
б) -d3y - —-3 x =x 


68 skyrelyje jrodysime, kad, esant x0, (2) formulė teisinga, 
kai rodiklis п — bet kuris realusis skaičius. 


7 pavyzdys. Raskime funkcijos у х3 išvestinę. 


Sprendimas. p NY -2Х = Žx 


Pratimai 


Raskite funkcijų išvestines: 


252. x3 — x. 253. T6042 Vx. || 254. L —3x*. 

255. сү? +З. | 356 4n V x— Va 257. 354-438 — 7324-6. 
258. 2—.7. +10. 259. rz а = +x V x49. 

260. 12528 261. 25. 262, 22-23), 

263. rs. | 264. VI 265. ук, 

266. (3--5)(2- Ухх)? 267. (2— ++V 8) (7—2). 


Apskaičiuokite funkcijos f išvestines nurodytuose taškuose: 
` 268. f(x) =x2—3x; raskite f (0), f(—- 1), (2), F (x- 1). 

269. f(x) = 25: raskite F (0), (—3), FD, f (24). 
270. f(x) =x—4 V x; raskite F (4), F(9), f (0,01), F(2—x). 
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20. Sudétiné funkcija 


Priminsime, kad skaitiné funkcija yra vienos skaičių aibės 
(funkcijos apibrėžimo srities) atvaizdis į kitą skaičių aibę (Iunk- 
cijos reikšmių sritį). Geometrijoje m s xa atvaizdžių kom- 
pozicijas. Dabar šią sąvoką išplėsime skaitinėms funkcijoms. 

1 pavvzdys. Sakykime, reikia apskaičiuoti formule 


z=[(x)= V 1—x2 


išreikštos funkcijos / reikšmę z, atitinkančią duotąjį x. Norėdami 
tai atlikti, pirmiau randame funkcijos ; 


g=g(x)=1—x 
ешш, atitinkančią шах x, O a apskaičiuojame funkcijos 


=V; 


reikšmę, atitinkančią tą y meos 

Vadinasi funkcija g atvaizduoja x j y, o funkcija A atvaizduo- 
ja y į 2=|(х), t. y. atvaizdis f уга atvaizdžių g ir h kompozicija, 
geometrijos vadovėlyje paprastai žymima taip: 


F—h o g. 
Sakome, kad f yra sudėtinė funkcija, sudaryta iš funkcijų g ir 
h, ir rašome; 


Hx) =A(g (x)). (1) 


Norint apskaičiuoti (1) sudėtinės funkcijos reikšmę, atitinkan- 
čią kurią nors kintamojo x reikšmę, pirmiausia apskaičiuojama 
atitinkama „tarpinio kintamojo“ y=g(x) reikšmė, o tik po to — 
h(y) reikšmė. 

Kokia (1) sudėtinės funkcijos apibrėžimo sritis? Aišku, kad ją 
sudaro tie x iš D(g), su kuriais g(x) priklauso D(h). 

2 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = V 1—3? apibrėžimo 
sritį. | 

Jei g(x) 2 1—2?, h(y) = V y, tai f(x) =h(g(x)). 

Funkcijos g apibrėžimo sritis yra visa skaičių tiesė R. Kad 
reikšmė f(x) būtų apibrėžta, reikšmė y=g(x) turi priklausyti 
funkcijos h(y) = V y apibrėžimo sričiai. Todėl turi būti teisinga 
nelygybė у220, t. у. 

] —x2220. 
Si nelygybe yra teisinga tik tada, kai 
xxl, 
t. y. kai ; 
—1<х<1. 


5. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 65 


Vadinasi, funkcijos 
h(x)= V1—x? 


apibrėžimo sritis yra atkarpa [— 1; 1]. 


Pratimai 
Raskite šių funkcijų apibrėžimo sritis: 
- poc 
271. y-lg(0—32). 272. y-lg(2— Vx). 213. y= V 4— V x. 
| эн 1 = Vie x. "ua 
274. у= орау; 275. у= V ]g x. 216. у= GAF’ 
277. Duotos funkcijos: 


x 


F(x) -2—x—2?, g(x) =16 x, р(х) = —: 
Išreikškite formulėmis funkcijas: 


a) F(g(x)); b) e(f(x)) c) F(p(x)); 
d) p(f(x)); e) g(p(x)); f) p(2 60). 


278. 271—276 pratimų funkcijas išreikškite sudėtinėmis funkcijo- 
mis, sudarytomis iš paprastesnių funkcijų. 
279. Raskite funkciją f, tenkinančią lygybę f(g(x))=x, kai: 
а) а(х) x^, х;>0; b) а(х) = Vx; c) go +; 
d) g(x) 22x; e) g(x) =х2+1; x<0; f) g(x) =3х+2; 
g) g(x)-lg x. 


21. Sudėtinės funkcijos išvestinė 


.  Duotaja funkciją A išreikšti sudėtine funkcija, sudaryta iš pa- 
prastesnių žinomų funkcijų, patogu ne tik skaičiuojant funkcijos 
reikšmes, bet ir ieškant jos išvestinės. 

Apskaičiuokime sudėtinės funkcijos A(x)=g(f(x)) išvestinę 
tuo atveju, kai „vidinė“ funkcija f yra tiesinė: f(x) =kx4+6. Tam 
tikslui pertvarkysime pokyčio Ah ir Ax sąryšį šitaip: 

Ah _ g(R(xo+Ax) +b) —g(Exo+b) _ p 8((xo+b)-+kAx)—g(Rxo+b) (1) 
Ax Ax ЁЛХ ` 


Jei funkcija g turi išvestinę taške yo— Rxo +b, tai 
lim 
Ay>0 


Žinodami, kad Ау--ЁЛх--0, Ка! Ах--0, iš (1) gauname, kad 
(1) lygybės dešinėje pusėje esančios trupmenos riba, kai Ах--0, 
lygi g'(Rxo-- 5). Vadinasi, 


H (хц) = im i = hg' (xa +b). 


o- Ay) — " 
gy EU £(Yo) =£ (уо). (2) 
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Taigi, 
jeigu funkcija g(y) turi išvestinę taške yg— kxo-4- b, tai ir funk- 
cija h(x) -g(Rx--b) turi išvestinę taške хо ir 
K (xo) —Rg' (yo); čia yo Rxo-r b. (3) 


Pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijos A(x)-(2x--3)!9 iš- 
vestinę. 


Funkcija A galima išreikšti tokia sudėtine funkcija: A(x)= · 
—g(2x4-3), kai g(y) =/!%. Pagal (3) formulę rašome: 


h/ (x) =2g' (y) =2 - 100599 —2 - 100 (2x 4-3) 99 — 200 (2x 4- 3) 99. 


Atkreipiame dėmesį, kad, netaikant (3) formulės, surasti iš- 
vestinę būtų daug sunkiau: (2x--3)!? turėtume išreikšti daugia- 
nariu іг išdilerencijuoti 101 gautosios sumos dėmenį. 

Pažymėjus funkciją kx+b raide f ir žinant, Зай F (x) = 
(3) formule galima parašyti šitaip: 


(а (E G)))'-&' (G))- F (x). (4) 

Si formulė teisinga ir bendruoju atveju. Tiksliau kalbant, gali- 
ma įrodyti teiginį: 

jeigu funkcija g turi išvestinę taške yo—f (xo), o funkcija f — 

taške xo, tai sudėtinė funkcija h(x) =g(f(x)) irgi turi išvestinę 


taške xo: 
h’ (хо) =£ (90): V (xo) =g (F (xo) )- Р (xo). 
Pratimai 


Raskite funkcijų išvestines: 


280. (2x—7) ^. 281. (3+5x) 0, 282. V 5x—8. 
283. V (2x 4-3). 284. (3x—1) 54 (2x4-2)*. 
285. (5x—2)!5— (3х-++7)®. 286./4x: —1. 287. у 9x2 —16. 


5 5. ISVESTINES PRITAIKYMAS APYTIKSLIAM 
SKAICIAVIMUI, GEOMETRIJOJE IR FIZIKOJE 


22. Funkcijos pokyčio pagrindinė dalis 
Pagal funkcijos | išvestinės taške хо apibrėžimą 
, Биш 
Рош) lim 4/9) . 


Iš ribos apibrėžimo aišku, kad su visais pakankamai mažais Ax 


ЭМ) < (xo) 
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10461 
F(xo-- Ax) — (хо) = А (xo) =F (хо): Ax. (1) 


Tai pagrindinė paprasčiausių apytikslių skaičiavimų formulė. 
1 pavyzdys. Išvedame apytikslę formulę 
nac 
V Xo-- AX V хол = Ах (x9>0). 


Išnagrinėkime funkciją f(x) = V х. Jei x0, tai 


1 a 
7 | co 
Ї (x) = ГЭ) х" =V . 
Todėl pagal (1) formule 
A] (Xo) = V Xo- Ax — V хог 0. Ax. 
0 


Perkéle V хо į parašytos apytikslės lygybės dešiniąją puse, gau- 
name: 


VER Vice 8 дд 2 
0 


Pavyzdžiui, 


V i012 V4+001= 4+ гас . 0,01 — 2,0025. 


V 4,01 reikšmė su devyniais ženklais po kablelio yra tokia: 
| V 4,01 =~ 2,002498440. 


Apytikslė (1) lygybė turi tokią prasmę. Sios lygybės kairio- 
sios ir dešiniosios pusės skirtumas yra Ax funkcija; ją pažymėki- 
me R(Ax). Tuomet 


Af (xo) =F (xo) Ax +R (Ax). (3) 
R(Ax) — tokia funkcija, kad 
R(Ax) 
js tino o 


Iš tikrųjų, 
R(Ax) AF (xo) —F (xo) Ax : Af (хь) , 
—-lim-———————— =lim [248 X )= 
Ax—0 m АХ- 0 A Ax—0 =F 0) 


p a =F (xo) =F (хо)--Г (xo) = 


Ax—0 


Jei funkcija f tenkina (3) ir (4) lygybę, tai sakome, kad (3) 1у- 
gybės pirmasis dėmuo (t.y. f'(xo) Ax) yra funkcijos pokyčio pa- 
grindinė dalis. Taip jis vadinamas del to, kad, skaičiuodami Af (xo) 
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‘леа 19 


59 


pagal (3) formule, į antrąjį jos dėmenį R(Ax) dėl (4) sąlygos 
dažnai galime nekreipti dėmesio. 
2 pavyzdys. Remdamiesi (2) formule, apytiksliai apskai- 


š š 3<— 1C, ——— 
čiuokime: a) V 27,03; b) v/1000. 
Pagal (2) formule rašome: 
а) / 27085 y/274- ra в :0,03-3-- 291. 23,0011; 


b) V 1000- V 210—949 ү is 
= 2 24). 
aal ga. гал ЭШ —2— gis 71,995. 


Pratimai 


288. 41 paveiksle (p. 69) nubraižyti funkcijų у= Vx, y= va 
у= Их grafikai. 
a) Iš grafikų raskite reikšmes V2, V3, V 3. 
b) Naudodamiesi lentelėmis, raskite reikšmes V2, V3, УЗ. 


' c) Pritaike (2) formulę, apskaičiuokite } 2, УЗ ir УЗ arti- 
nius. 


Nurodymas. Taikykite lygybes 2= (1,4)?+ 0,04; 
` 3= (1,4)?4-0,256 ir 3= (1,3)*4-0,1439. 
d) Palyginkite gautus rezultatus. 


1 
289. Taikydami (2) formule, apskaičiuokite: (8.3) ', 81, 


4 
V 625-3, 48^ antro dešimtainio ženklo tikslumu. 
290. Apskaičiuokite antro dešimtainio ženklo tikslumu: 


3 
10701079 : 1016 Y24. 102873, 


Apskaičiuokite artinius: 


291. a) V 802; Б) 30; c) 90; d) V/33. 


23. Funkcijos grafiko liestiné 


Išvestinė turi vaizdžią geometrinę prasmę. Panagrinėkime to- 
lydžios tam tikrame intervale funkcijos f grafiką (42 pav.). Gau- 
toje kreivėje L parinkime taškus Ав= Mo(Xo; f(xo)), 4= M (xo + Ax; 
f(x0+Ax)) ir nubrėžkime „kirstinę“ — tiesę 444. 
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Nesunku suvokti, kad, artė- 
jant Ax prie nulio, Ax atitinkan- 
tis taškas A artės prie taško Ao, 
o tiesė А,А suksis apie tašką Ao 
(žr. 42 pav.). Kirstinė AA tuo 
metu gali artėti prie tam tikros 
ribinės padėties (AN). Jau ži- 
note, kad tiesė А,У vadinama 
kreivės L liestine taške А,. 

Norėdami rasti tos tiesės 
krypties koeficientą (jis lygus 42 pav. 
tg a, kai а — kampas, kurį lies- 
tinė sudaro su ašimi Ox), samprotaukime taip. Teiginį „tiesė A,A 
artėja prie padėties (AN), kai Ax— 0", galime pakeisti tikslesniu: | 
P is E Ax, tuo kampo A;Px didumas mažiau skiriasi nuo a. 

adinasi, 


N 
lim tg AoPx—tg a. (1) 
Ax—0 
Kadangi tiesės AA krypties koeficientas lygus M. tai i& 
(1) gauname: lim M =tg a, t. y. 
Ax—0 Ax 


z A 7 
tg a=lim 23 =} (xo). 


Iš šių samprotavimų išplaukia toks apibrėžimas. Funkcijos f 
grafiko liestine taške Ao (xo; {(хо)) vadinama einanti per tašką Ao 
tiesė, kurios krypties koeficientas lygus išvestinės F reikšmei taš- 
ke Хо. А 
Vadinasi, jei funkcija f turi išvestinę taške хо, tai funkcijos 
grafikas turi tame taške liestine, kurios krypties koeficientas ly- 
gus P (хо). Sis teiginys ir išreiškia išvestinės geometrinę prasmę. 

Liestinės vaizdinys dažnai praverčia, nustatant iš funkcijos 
grafiko jos išvestinės artinį. Pavyzdžiui, nubrėžus iš akies funkci- 
jos g grafiko liestines (43 pav.), galima pastebėti, kad pavyz- 
„džiui, g'(xi) =1, g'(x)) =—1, 27 (х3) =0 (šiame taške liestinė ly- 
giagreti ašiai Ox). 

Dabar išveskime funkcijos f 
grafiko liestinės taške A= y 
= Mo(xo; Í (xo) ) lygtį. 15 

Tiesés su krypties Коейсїеп- 
tu k=f (xo) lygtis уга 
y=kx+b, t. y. yf (Хо) x+ b. 

Skaičių b sužinome iš saly- 
gos, kad liestinė eina per taš- 
ką Ao: 

f (хо) =F (xo): xor b; iš čia 

b — f (xo) — FP (xo): хо. 43 pav. 


7). 


Todėl liestinės lygtis bus tokia: 
у= | (xo) x — I" (xo): xo+f (xo), 


arba 
y —[ (xo) +F (xo) (x— xo). | (2) 


Pavyzdys. Išveskime parabolės y=x? liestinės taške, ku- 
rio abscisė Хо, lygtį. 
Sprendimas. Šiuo atveju 


у(х) = ^$, У (Xo) —2xo. 
rašę šias reikšmes į liestinės (2) lygtį, gausime: 
50, g 
у= х? +2х0(х— xo), t. y. y 5 2xox— х2. 


Pavyzdžiui, kai хо=1, gausime liestine, kurios lygtis у=2х—1. 

Raskime tos parabolės liestinės taške M (xo; xi) ir ašies Ox 
susikirtimo taško T koordinates (44 pav.). Sakykime, (xi; 0) — 
taško T koordinatės. Kadangi T уга liestinėje (їг todėl jo koordi- 
natės tenkina liestinės lygtį), tai 


0=2x X, — х2. 


Хо 
9 ° 

Iš gauto rezultato išplaukia paprasta taisyklė parabolės lies- 
tinei bet kuriame jos taške Mo (išskyrus viršūnę) nubrėžti: pa- 
kanka sujungti tašką Мо su atkarpos, kurios galai yra taškuose 0 
іг xo, viduriu T; (MoT) yra ieškomoji liestinė. Si parabolės lies- 
tinės savybė pritaikoma optikoje. 

| pastaba. Funkcija V а2— х2 diferencijuojama intervale 
]—a; af, todėl kiekviename jo taške tos funkcijos grafikas turės 
liestinę. Kita vertus, šis grafikas yra pusapskritimis, kurio liestinė 


Jeigu x4>0, tai х= 


5 5 


45 pav. 
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buvo apibrėžta ir geometrijoje. Galima įsitikinti, kad abu apibrė- 
žimai nusako tą pačią tiesę. 

2 pastaba. Funkcijos grafiko liestinė gali kirsti tą grafiką 
kitame taške, kai tuo tarpu apskritimo liestinė su apskritimu teturi 
tik vieną bendrą tašką. Pavyzdžiui, funkcijos ^ grafiko liestinés 


taške M (+: : E (45 pav.) lygtis yra y— i x— —. Ta tiesė kerta 
funkcijos grafiką dar ir taške (—1; — 1). 


Pratimai 


Raskite funkcijos f liestinės pasvirimo kampo tangentą пи- 
rodytame taške. 


292. f(x) 2x2, M(-3; 9). 293. f(x) 230, M(—2; —8). 
294. f(x) OX = M(0; 0), M(2; D, M(4; 0). 
295. 18-22, M(1; —2). 


Kokiu kampu šios kreivės kerta tiesę Ox kiekviename susi- 
kirtimo * su ja taške (nurodykite to kampo tangentą): 


: 296. | (х) =xš—3x+—2? 297. f (x) 2x3 — 3x? 
Kokiu kampu kerta ašį Oy kreivės: 
298. у= > (х—1)?? 299. у= =? 


Tiesė liečia funkcijos f grafika taške, kurio abscisé nurodyta. 
Parašykite tos liestinės lygtį. 


800. f(x) =, х=—1, х=0, х=1. 301. у= Š, х--1, x=1. 
302. у--33, x=2. 303. y= V x, x=4. 


46 pav. 


* Kampu tarp tiesės I ir kreivės L jų аена taSke Р vadinamas kam- | | 
pas tarp tiesés I ir kreivés L llestinés taške P. 


тэ 


304“. Parašykite lygtis parabolės y—x?—4x--1 liestinių, einančių 
per taškus: a) М(0, 0); b) M(-1; —3). 

305*. Schemiškai pavaizduokite funkcijos f(x) išvestinės grafiką 
(funkcijos f grafiką Zr. 46 paveiksle). 


24. Greitis ir pagreitis 


Dar kartą prisiminkime, kaip apibrėžėme judėjimo greitį 
VIII klasės fizikos kurse. Iš pradžių išnagrinėsime paprasčiausią 
atvejį. Sakykime, materialus taškas juda koordinačių tiese. Tuo- 
met to taško abscisé x yra laiko / funkcija, t. y. х=х({). Laiko- 
tarpiu nuo £ iki /4-A/ taško nueitas kelias lygus х(2--А/)-Х(0) = 
= Ax, o vidutinis greitis 

Uvid = 3 . 
Sio santykio riba, kai АГ--0, vadinama taško greičiu laiko mo- 
mentu ? (arba momentiniu greičiu): 


nau АЛХ 
v (t) «lim = 
() да At 


Kita vertus, 


sec AX 
lim —=x' (t), 
At—0 At ( ) 


todel 
0(0) 2x (1). 


Trumpai tariant, greitis yra koordinatės išvestinė laiko atžvilgiu. 
Tuo pasakyta išvestinės mechaninė prasmė. 

Judėjimo pagreitis apibrėžiamas analogiškai. Taško judėjimo 
greitis v yra laiko £ funkcija, t. y. v=v (£). Šios funkcijos išvestinė 
vadinama judėjimo pagreičiu: 


а- (t). 


Trumpai sakoma: pagreitis yra greičio išvestinė laiko atžvilgiu. 

1 pavyzdys. Dar kartą išnagrinėkime materialaus taško 
kritimą. Jei koordinačių tiesė nukreipta vertikaliai žemyn, o ma- 
terialaus taško pradinė padėtis sutampa su 0, tai, kaip žinome iš 
fizikos, 


x(t) = = ° 


Todël taško kritimo greitis laiko momentu £ lygus 
2 £ 
o= (8-а 
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o pagreitis 
а= (gt) =g 
yra pastovus dydis. 
Išnagrinėkime bendresnį atvejį. 
2 pavyzdys. Sakykime, tiese judančio taško greitis yra 
kvadratinė laiko funkcija: 


x(t) = 5 P vol xo 


(4550, oo ir x; — konstantos). Raskime judėjimo greitį ir pagreitį. 
Sprendimas. Sio judéjimo greitis 


v=x (t) = (5 2+ odi Exo =2- + CÓ 0o atl vo. 


Kadangi surastas judéjimo greitis yra laiko funkcija, tai galime 
apskaičiuoti to judėjimo pagreitį: 
v’ (f) = (at+ uo) ”=a. 


Matome, kad priklausančio nuo laiko kvadrato judėjimo pa- 
greitis yra pastovus ir lygus a. Kai a>0, tai judėjimas bus toly- 
giai greitėjantis, o jeigu a<0, tai — tolygiai lėtėjantis. Taip pat 
pabrėšime, kad 00-40(0), o xo—x(0). Р 

IV skyriuje jrodysime nuostabų faktą: jei judančio tiese taško 
pagreitis a pastovus, tai taškas juda pagal kvadratinės laiko funk- 
cijos dėsnį: 

x(t) = 5 t+ Vot + хо; 
čia оо — taško pradinis greitis, о хо — pradinė koordinatė. 
V Išnagrinėkime sudėtingesnį pavyzdį. 
3 pavyzdys. Laiko momentu £—0 nuo Žemės paviršiaus 


vertikaliai aukštyn antruoju kosminiu greičiu išmetamas kūnas. 
Tuomet jis nuo Žemės centro tols pagal dėsnį 


x(t) -D(t4-C)! . (1) 


Įrodykime, kad šis judėjimo dėsnis patvirtina Niutono traukos 
dėsnį. Jeigu R — Žemės spindulys, tai 


x(0) - DC =R. (2) 
Tai pirmasis konstantų D ir C sąryšis. 
Apskaičiavę išvestines, rasime nagrinėjamo kūno greitį ir pa- 
greitį: 
zd 
v(t) =x (f $D(t-C) `; (3) 


a(t) -v()- — 2D(tC) |. (4) 
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Zemės paviršiuje pagreitis lygus sunkio pagreičiui su minuso 
ženklu: 
а(0) == 2рс =-g. (5) 
Tai antrasis konstantų D ir C sąryšis. Šias konstantas galima ap- 
skaičiuoti iš (2) ir (5) formulės. 
Atkreipiame dėmesį, kad antrasis kosminis greitis yra kūno 
greitis оо pradiniu laiko momentu £—0: 


v= іре", (6) 


Zinodami R ir g, iš (2), (5) ir (6) lygybės galėsime apskai- 
čiuoti оо. 


Iš (1) ir (4) lygties gauname: 
а(/)--8х-2(0), 


jei k=gR?= Š. Ds. 

Matome, kad kūnas juda pagal Niutono traukos dėsnį: Zemës 
traukos veikiamo kūno pagreitis yra atvirkščiai proporcingas јо 
aistumo nuo Žemės centro kvadratui. 

(1) formulė buvo teoriškai išvesta iš Niutono traukos dėsnio 

2 
(tuo ji skiriasi nuo Galilėjaus Jaisvo kūnų kritimo formulės в- EE, 
gautos apdorojant stebėjimų rezultatus). Norint išvesti (1) for- 
mulę, reikia mokėti iš koordinatės ir pagreičio sąryšio apskai- 
čiuoti pačią koordinatę. Tai jau „diferencialinių lygčių integravi- 
mo“ uždavinys. Spresdami paprastesnius pavyzdžius, su juo susi- 
pažinsite ketvirtajame skyriuje. V 


Pratimai 


806. Zmogus 8 km/h greičiu tolsta nuo 60 m aukščio bokšto pa- 
pėdės. Kokiu greičiu jis tolsta nuo bokšto viršūnės. būdamas 
už 80 m nuo papėdės? 

307. Kūnas sukasi apie ašį pagal dėsnį 


ф(7)--32-41--2 (rad). 


Apskaičiuokite kampinį greitį о (/) bet kuriuo laiko momen- 
tu f ir momentu 1-4 s. 

308. Stabdomas smagratis per f s pasisuka kampu q(f) —41—0,3£2 
rad. Apskaičiuokite: 1) smagračio sukimosi kampinį grei- 
tj o (tí) laiko momentu /—2 s; 2) kokiu laiko momentu smag- 
ratis nustos suktis. 

309. Sakykime, taškas juda tiese pagal dėsnį 


x(t) -28--у1-1 (cm). 


16 


Apskaičiuokite pagreitį laiko momentu £ s. Kokiu laiko mo- 
mentu pagreitis bus lygus: a) 1 cm/s?; b) 2 cm/s? 

310. 2 kg masės kūnas juda tiese pagal dėsnį x(£) =Ë +#£+1. Ko- 
ordinatė x matuojama centimetrais, o laikas # — sekundėmis. 
Raskite: 1) veikiančią jėgą; 2) kūno kinetinę energiją E po 
2-s nuo judėjimo pradžios. 

311. Sakykime, kad 20 cm ilgio strypo АВ gabalo AC (C — stry- 
po taškas, nutolęs nuo taško А per | cm) masė gramais reiš- 
kiama formule m(I) —3/?4-5l. Raskite strypo ilginį tankį: 

a) atkarpos AB viduryje; b) strypo gale B. 

312. Apskaičiuokite jėgą F, kurios veikiamas т masės materialus 

taškas juda tiese pagal dėsnį 


х(7)-28-42 m 
laiko momentu /=2S. 


313. Taškas juda tiese pagal dėsnį x(/) = Vt. Įrodykite, kad jo 
pagreitis proporcingas greičio kubui. 


314. Sakykime, kad taškas juda tiese pagal dėsnį x()- — + 


4-38-45 (laika matuojame sekundėmis, koordinatę — met- 
rais). Apskaičiuokite: 1) laiko momentą /, kai taško pagreitis 
lygus nuliui; 2) kokiu greičiu tuo momentu judės taškas. 


$ 6. IŠVESTINĖS ТАТКҮМА5 FUNKCIJOMS ТІВТІ 


25. Pakankama funkcijos didėjimo (mažėjimo) sąlyga 


Vienas svarbiausių funkcijos tyrimo uždavinių šitoks: reikia 


nustatyti intervalus, kuriuose ta funkcija didėja arba mažėja. | 
Siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime 2 teorema — Íunk- 


cijos didėjimo (mažėjimo) pakankamą sąlygą. Jos įrodymas re- 
miasi svarbia matematinės analizės teorema. 

1 teorema (Lagranžo*). Sakykime, junkcija f yra dije- 
rencijuojama kiekviename tam tikro intervalo taške. Tuomet tarp 
bet kurių dviejų to intervalo taškų a ir b bus toks taškas c, kad 


КЬ) а) - (с) (b—a). (1) 


(1) formulė vadinama Lagranžo formule. 
Lagranžo teorema vidurinėje mokykloje neįrodinėjama. Todėl 
pasitenkinsime tik jos geometrine iliustracija. 


Parinkime funkcijos f grafiko taškus А= М (а; f(a)) ir B= 
=M(b; f(b)). Tiesės AB krypties koeficientas lygus іона 


* Zozelas Мий Lagranzas (1736—1813) — prancūzų matematikas ir 
mechanikas. 


47 pav. 48 pav. 


(47 pav.). Taip pat primename, kad funkcijos f grafiko liestinės le 
taške С= М (с; f(c)) krypties koeficientas уга f(c). 
Dabar pastebėsime, kad Lagranžo formulė yra ekvivalenti ly- 
gybei 
F(b) -fa _ 
~pa =F uU 


an ias kad tiesių L іг AB krypties koeficientai lygūs, t. y. 
ell (AB). 

Iš geometrijos aišku, kad toks taškas c intervalui ]a; b[ büti- 
nai priklausys. Iš tikrųjų imkime tiesei AB lygiagrečią tiesę I, 
neturinčią bendrų taškų su funkcijos f grafiku. Šią tiesę artin- 
sime prie grafiko, nekeisdami jos lygiagretumo tiesei AB (48 pav.). 
Užiiksuokime tiesės / padėtį / tuo momentu, kai atsiras bendrų 
jos ir grafiko taškų. Iš 48 paveikslo matyti, kad bet kuris tokių 
„pirmųjų“ bendrų taškų yra tiesės lọ ir funkcijos f grafiko lieti- 
mosi taškas. Taigi (c; f(c)) yra ieškomasis taškas, o I; — ieško- 
moji tiesė L. . 

2 teorema. 1) Jeigu funkcija | turi teigiamą išvestinę kiek- 
viename intervalo I taške, tai f didėja tame intervale. 

2) Jeigu funkcija | turi neigiamą išvestinę kiekviename inter- 
valo I taške, tai ji mažėja tame intervale. 

Įrodymas. Parinkime du bet kokius intervalo / taškus xi 
ir x». Aiškumo dėlei tarsime, kad xx> xi. Pagal Lagranžo teoremą 
tarp šių taškų bus toks taškas с, kad 


F0) =F (x1) =F (с) (x2= x1), xi c Хо (2) 


Kadangi сє] х; xo[, tai iš teoremos sąlygos išplaukia, kad 
1) atveju //(c) >0, o 2) atveju F (c) «0. 

1) Kadangi (с) >0 ir x+—x,>0, tai iš (2) lygybės gauname, 
kad [(хә) —f(x1) >0, t. y. ` 


FG) > (xi), 


kai xə> xí. Tai reiškia, kad f didėja intervale I. 
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2) Kadangi Г(с) «0 ir x—xŠi2> 0, tai iš (2) lygybės gauname, ` 
kad f (xo) —f (xi) «0, t. y. 
F(x2) €f Ga), 


kai xo7x;. Tai reiškia, kad f mažėja intervale I. 
1 pavyzdys. Raskime funkcijos 


х) =x— xš 
didėjimo (mažėjimo) intervalus ir nubraiZykime jos grafiką. 
prendimas. Tiriamoji funkcija apibrėžta visų realiųjų 
skaičių aibėje. Kadangi 
F (x) =1—3x2, 
tai / (x) >0, kai 1—3x2>0. Išsprendę šią nelygybę шеташ те- 
todu (49 pav.), gausime, kad (х) >0 intervale | ye 
Taigi tame intervale f didéja. 
Analogiškai bisce kad f/(x)<0 intervaluose ]— оо; 
- ЇЕ : =; „todėl f tuose intervaluose mažėja. 


Моа gauti tikslesnį funkcijos grafika, apskaičiuokime jos 
reikšmes surastųjų intervalų galuose: 


(-)---(- 5) 32: 
| үз ҮЗ үз зүз” 
sn as a n 
| үз/ ya Wa] Зүз 
Koordinačių plokštumoje pažymėkime taškus М(-ү =) 


V3' 3V3 
ir M (7s 777]? nubraiZykime grafiką funkcijos, didėjančios 


) 


үз” 3y 3 
кн |-vs | КУЗ, bei та “Дэ22” р “хил? 
——————— 
1 a 
žėjančios шиш л KA 0 


-yal * y= ef: 


Iš 50 paveikslo matyti, kad 
itg Í = tolydi taškuose 


—— ir = didėja каре 


-73 
ГЕ И 2 
|Z: 31 bei mažėja inter 


1 

valuose ]-* = 3 ir |55 "4 
y 

oo [. 50 pav. 
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| pastaba. Jeigu funkci- 

Up o —— — jaj tolydi didėjimo (mažėjimo) 

Ü 1 intervalo kuriame nors gale, tai 

vastarąjį galima prijungti prie 

51 pav. го intervalo. Šį teiginį pateikia- 
me nejrode. 

2 pastaba. Sprendžiant 
nelygybės f/»0 їг F<0, labai 
praverčia toks metodas. Taškais, 
kuriuose išvestinė lygi 0 arba 
neegzistuoja, funkcijos f api- 
brėžimo sritis yra suskaidoma 
į išvestinės F pastovaus ženklo 
intervalus. Ženklą intervale ga- 
lima nustatyti, apskaičiavus F 
reikšmę bet kuriame to interva- 
lo taške. Kad šį metodą galima 
taikyti, kai ЇГ tolydi tuose in- 
tervaluose, išplaukia iš 14 sky- 


relio. 
52 pav. 2 pavyzdys. Randame 
funkcijos | 


Ёо) =2x+ = 


didėjimo (mažėjimo) intervalus ir nubraiZome jos graliką. 
Sprendimas. Duotosios funkcijos apibrėžimo sritis yra 
intervalų ] —oo; 0| ir ]0; оо [ sąjunga. Kadangi 


f(x)22— i 


tai Г (х) 20, kai x=1. Taškai 0 ir 1 suskaido funkcijos f apibrėži- 
mo sritį į tris intervalus: | — оо; Of, |0; 1[ ir ]1; œ|. Pagal 
2 pastabą F bet kuriame iš jų nekeičia savo ženklo. Išvestinės 
ženklai tuose intervaluose nurodyti 51 paveiksle. 

Taigi duotoji funkcija didėja intervaluose | — оо; O[ ir |1; oo [. 
Kadangi f tolydi taške I, tai šį tašką (remiantis 1 pastaba) gali- 
ma prijungti prie funkcijos f didėjimo intervalo. Galutinai gau- 
пате, kad f didėja intervaluose | — оо; O[ ir [1; co [. Toliau P (x) < 
<0 intervale ]0; 1[ ir todėl (turint mintyje 1 pastabą) Í mažėja 
intervale ]0; 1]. 


Taškas 0 nepriklauso D(f): kai х artėja prie 0, dėmuo 


х? 
neaprėžtai didėja. Todėl neaprėžtai didės ir f reikšmės. Ta&ke I 
funkcijos reikšmė lygi 3. 
Dabar koordinačių plokštumoje pažymime tašką M(1; 3) ir 
nubraižome grafiką funkcijos, didėjančios intervaluose | — оо; 0| 
ir [1; œo | bei mažėjančios intervale ]0; 1] (52 pav.). 
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! 
! 
1 
| 
| 


' X4— tos funkcijos maksimumo 


Pratimai 


Nustatykite šių funkcijų didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


315. a) f(x) =3х+1; b) g(x) = —4x+2. 
816. а) f) = 2; ` b) а(х) = 53. 
317. a) о(х) 2x3; y b) (х) = (x—1)2. 
318. a) у(х) 25x?—3x4-l; b) f(x) 2x?—2x4-5. 


319. a) h(x) 2x3—27x; b) u(x) 2x*(x—3). 


26. Funkcijos kritiniai taškai, jos maksimumai ir minimumai 


Ankstesniame skyrelyje matėme, kad, tiriant funkciją, svarbų: 
vaidmenį vaidina apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose iš- 
vestinė arba neegzistuoja, arba lygi nuliui. Tokie taškai vadinami. 
funkcijos kritiniais taškais. 

Įsižiūrėję į funkcijos f grafiką, pavaizduotą 53 paveiksle, gali- 
me "pastebėti tokias šios funkcijos kritinių taškų xi, x» xs ir x4 
ypatybes. Funkcijos f reikšmės taškuose, nedaug nutolusiuose nuo- 
x, ir xs, ne mažesnės atitinkamai už reikšmes f(xi) ir Í(xs), 
o funkcijos f reikšmės taškuose, esančiuose netoli nuo x; ir x4, ne 
didesnės atitinkamai už f(x2) ir f(x). 

Pateiksime tikslius apibrėžimus. 

Apibrėžimas. Taškas x, vadinamas funkcijos f minimumo» 
tašku, kai yra tokia taško хо aplinka, kad visi х iš tos aplinkos. 
(54 pav.) tenkina nelygybę 


(xo) <Í (x). 


Apibrėžimas. Taškas x, vadinamas funkcijos f maksimu- 
mo tašku, kai yra tokia taško x; aplinka, kad visi x iš tos aplinkos. 
(55 pav.) tenkina nelygybę 


Ї(хо) z (х). 


Minimumo ir maksimumo 
taškai vadinami duotosios funk- 
cijos ekstremumo taškais, о 
funkcijos reikšmės tuose taš- 
kuose vadinamos funkcijos eks- 
tremumais *. 

Vadinasi, xi ir xs yra funk- 
cijos f minimumo taškai, o x» ir 


taškai. Рарге те, kad taškai a 
ir b (Zr. 58 pav.) nelaikomi 
funkcijos f ekstremumo taškais, 53 pav. 


* Lotynų kalbos žodis „extremum“ lietuviškai verčiamas „kraštutinis“. 


6. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 8h 


54 pav. 


mes šie taškai neturi aplinkų, ištisai priklausančių funkcijos api- 
brėžimo sričiai. 

Parodysime, kad ekstremumų taškai yra funkcijos kritiniai 
taškai. 

1 teorema (Ferma). Jeigu taškas хо yra funkcijos | eks- 
tremumo taškas ir tame taške egzistuoja išvestinė, tai ji lygi nu- 
diui: F (xo) = 0. 

Teorema jrodysime prieštaros metodu. 

Aiškumo dėlei tarkime, kad taškas xo yra minimumo taškas. 
Sakykime, f(x) =a<0. Kadangi 
a —f' (хо) =lim іе) : 
tai pagal ribos apibrėžimą teigiamą skaičių atitinka tokia taško хо 
aplinka, kad visuose tos aplinkos taškuose xz&xo yra teisinga ne- 

lygybė 
f(x) — f (xo) — < 


— Gü, 
X— Хо 


‚ t.y. 
- (а) < КӘ -ас-а, 


55 pav. 


Iš čia išplaukia, kad 
100 со ir J (z) ef (x), 
= ^0 
kai x2 Xo. 


Tačiau tai prieštarauja prie- 
laidai, kad xy yra minimumo 
taškas. Analogiškas prieštara- 
vimas būtų ir kai a>0. Taigi 
prielaida (хо) 5-0 yra netei- 
singa ir todėl F (xo) =0. 

Maksimumo taškas nagrinė- 
jamas analogiškai. 

Pabrėšime, kad Ferma * teo- 56 pav. 
rema nurodo tik būtiną ekstre- 
mumo sąlygą: taške хо, kuriame išvestinė virsta nuliu, funkcija 
gali neturėti ekstremumo. Pavyzdžiui, funkcijos x? išvestinė taš- 
ke 0 virsta nuliu, bet ekstremumo tame taške funkcija neturi 
(56 pav.). 

Jau aptarėme kritinius taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 
Dabar panagrinėkime kritinius taškus, kuriuose išvestinė neegzis- 
tuoja. Šiuose taškuose funkcija irgi gali turėti ekstremumą arba. 
jo neturėti. 

| pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją |x| (57 pav.). Si 
funkcija neturi išvestinės taške 0, vadinasi, jis — kritinis taškas. 
Aišku, kad taške 0 funkcija įgyja minimumą. 

2 pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją f(x)-—2x--|x| (58. 
pav.). Iš grafiko matyti, kad taške 0 ši funkcija neturi ekstre- 
mumo. Šiame taške ji neturi ir išvestinės. 

Tikrai, jei tartume, kad funkcija f turi išvestinę taške 0, tai. 
tame taške išvestinę turėtų іг f(x) —2x. Tačiau f(x) —2x= |х|, 


g 


57 paw 58 pav. 


* Pirmasis šią teoremą įrodė prancūzų matematikas Pjeras Ferma (1601—-- 
1665). 


83; 


o funkcija |x| taške 0 nediferencijuojama (žr. 18 skyrelį). Tai 
būtų prieštaravimas. Vadinasi, taške 0 funkcija f išvestinės ne- 
turi. 

Iš Ferma teoremos išplaukia, kad, ieškant funkcijos ekstre- 
mumo taškų, pirmiausia reikia rasti jos kritinius taškus. Iš nagri- 
nėtųjų pavyzdžių matyti, kad pasakyti, ar kritinis taškas tikrai 
yra ekstremumo taškas, galima tik papildomai jį ištyrus. Čia 
dažnai praverčia tokios ekstremumo taško egzistavimo pakanka- 
mos sąlygos. 

2 teorema. Jeigu funkcija | tolydi taške хо, (х) >0 inter- 
vale |а; хо| ir F(x) «0 intervale |xy; b[, tai taškas хо yra funkci- 
jos | maksimumo taškas. 

Patogu šią teoremą formuluoti trumpiau: jei taške xo išvestinė 
keičia Zenklg iš pliuso į minusą, tai Хо yra maksimumo taškas. 

Įrodymas. Kadangi f/»0 intervale |а; xo[, o funkcija f 
tolydi taške xe, tai iš funkcijos didėjimo решив salygos ir 
po ja einančios 1 pastabos (žr. 25 skyrelį) išplaukia, kad f(x) 
didėja intervale ]a; ху], ir todėl f(x) « (хо) su visais х iš inter- 
valo |а; хо]. 

intervale (Хо: b[ funkcija mažėja (įrodome analogiškai), ir 
todėl f(x) sf (xo) su visais x iš intervalo [xo; 01. 

Taigi, f(x) «f(xo) su visais x iš intervalo ]a; b|, t. y. xo yra 
funkcijos f maksimumo taškas. 

3 teorema. Jeigu funkcija | tolydi taške xo (x) <0 inté- 
vale la; Хо| ir F(x) >0 intervale |]xo; b|, tai taškas xo ута funkci- 
jos | minimumo taškas. 

Dažniausiai ši teorema formuluojama paprasčiau; jei taške xo 
išvestinė keičia ženklą iš minuso į pliusą, tai taškas xo yra mini- 
mumo taškas. 

Sios teoremos įrodymas analogiškas 2 teoremos įrodymui (siū- 
lome ją įrodyti savarankiškai). 

3 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) =3x—x3 ekstremumo 
taškus. 

Sios funkcijos išvestinė 3— 
—3x2 apibrėžta visuose taškuo- 
se ir virsta nuliu taškuose —! 
їг 1. Taške — 1 išvestinė keičia 
ženklą iš minuso į pliusa (<, 
kai x«—1 ir ¥>0, kai —1« 
<x<!). Taške.1 išvestinė kei- 
čia ženklą iš pliuso į minusą. 
15 čia, remdamiesi 2 ir З teore- 
ma, gauname, kad taškas —1 
yra funkcijos minimumo taškas, 
о taškas 1 — jos maksimumo 
taškas. Funkcijos grafikas pa- 
89 pav. vaizduotas 59 paveiksle. 
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Pratimai 


Raskite toliau nurodytų funkcijų kritinius taškus ir išsiaiš- 
kinkite, kurie jų yra maksimumo taškai ir kurie — minimumo 


taškai. 
320. а) [(х) = 12-35; b) g(x) e xt - + x°. 
821. а) лх)- 23; b) y(x) —2x5--612— 18x 4-120. 
822. a) u(x) —3x*— 4x5; b) о(х) = Их. 
323". | -1, kai x«-l, 


х) = x, kai –1<х<1, 
| І, kai  xzl. 


Ištirkite šių funkcijų didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus. 
Nubraižykite 325, 326, 328 pratimų funkcijų grafikus. 


324. a) v(x) 4x? — 6x; b) u(x) = y Xi — 3x. 
825. a) s(x) —6e+ 1 1085 b) а(х) =x (x—12)?. 
(x—2) (8— 
826. h(x) = Z ` 827. u(x) = 220-9, 
—2 16 
828. у(х) = 522538, | 329 0(х)- me 


$7. Funkciju tyrimo schema 


Nuo VI klasës iki šiol funkcijų grafikus braiZéte iš taškų. Ta- 
čiau taip braižant, galima nepastebėti, pavyzdžiui, eksiremumo 
taškų arba pavaizduoti juos neteisingai. Todėl geriau braižyti 
funkcijos grafiką, tik ištyrus tą funkciją. Tiriant ишке, гап- 
dama: 

1) jos apibrėžimo sritis; 

2) išvestinė; 

3) kritiniai taškai; | 

4) funkcijos reikšmės kritiniuose taškuose; 

5) didėjimo ir mažėjimo intervalai; 

6) ekstremumai 
ir tik po to braizomas jos grafikas. Tyrimo rezultatus patogu su- 
rašyti į lentelę. Kartais naudinga nustatyti funkcijos | graliko 
ir koordinačių ašių susikirtimo taškus (tam tikslui pakanka ap- 
skaičiuoti f(0) ir išspręsti lygtį f(x) =0). 

| pavyzdys. Ištirkime funkciją 

F(x) =3x5—5x3+2 


ir nubraižykime jos grafiką. 
» 
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Funkcija f tirsime pagal nurodyta schema. 

1, D(f) =R, nes f — daugianaris. 

2. F (x) 215x*—15x?. 

3. Р(х) 20 = 15x*—15x?-0 < x?(x?—1) =0. Iš čia gauname, 
kad nagrinėjama funkcija turi tris kritinius taškus: — 1, O ir 1. 

4. Apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniuose taškuose: 


0—1) =4; f(0) =2; 1(1)--0. 
Sudarykime lentele: 


x | ]—œ; —1[ | -1 1-на | 0 | 10:11 E | 11) оо| 
re | + ГЕ || - [of + 
„|, CEECEE 
[ | || |= 


Šios lentelės pirmoje eilutėje didėjimo tvarka surašyti funkci- 
jos kritiniai taškai ir jų apriboti intervalai. Antroje eilutėje pažy- 
mėti išvestinės ženklai tuose intervaluose (kadangi kiekviename 
tokiame intervale išvestinės ženklas nekinta, tai jį nustatyti gali- 
ma, apskaičiavus išvestinės ženklą bet kuriame nagrinėjamo in- 
tervalo taške). Trečioje eilutėje pateiktos išvados apie duotosios 
funkcijos kitimą: „>“ — didėja, „X“ — mažėja, o ketvirtoje — 
apie kritinių taškų rūšį (anksčiau nurodytos schemos 5 ir 6 dalis). 
Funkcijos f kritinis taškas 0 nėra ekstremumo taškas, todėl jis 
lentelės ketvirtoje eilutėje nepažymėtas. Pastebime, kad apie funk- 
cijos kitimo tarp dviejų kritinių taškų pobūdį dažnai pavyksta 
nuspręsti, palyginus funkcijos reikšmes to intervalo galuose (užuot 
ieškojus išvestinės ženklo). Pavyzdžiui, (0) </(—1), nes 2<4, 
todėl intervale ] —1; O[ xe mažėja (taigi tame intervale 
"<0). 
Nubraižykime funkcijos grafiką 
(60 pav.). Patogu jį braižyti at- 
skirai kiekviename lentelėje nuro- 
dytame intervale. Pavyzdžiui, iš 
lentelės matyti, kad | mažėja in- 
tervale 10, 1|. Kadangi f tolydi 
taškuose 0 ir 1 (f visur tolydi 
funkcija), tai ji mažėja atkarpoje 
(0; 1]. Todėl atkarpoje [0; 1] gra- 
fikas leisis žemyn nuo taško, kurio 
ordinatė yra (0) =2, iki taško, ku- 
rio ordinatė f(1) =0. Grafiko lies- 
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tinės taškuose, kurių abscisės lygios — 1, 0 ir 1, turi būti horizon- 
talios, nes antroje lentelės eilutėje parašyta, kad šias x reikšmes 
atitinka išvestinės reikšmės, lygios nuliui. Analogiškai braižome 
graliką ir kituose intervaluose. 

2 pavyzdys. Ištirkime pagal nurodytą schemą kvadratinę 
funkciją f(x) —ax?--bx-r-c, Ка! a0. 


1. Di) =R. : 

2. Г(х)--2ах--5--2а [x+ 2) ? 

3. F(x) =0, kai x=- э. 

4. Funkcija didėja intervaluose, kurių visi taškai tenkina ne- 
lygybę 2a (x+ 2.) >0; kai а>0 — jie sudaro intervalą 1-23 


: . сун b 
el. о kai a« 0, — intervalą ]-5; >|: 
5. Kritiniame taške х= — 2. bus minimumas, kai a>0 (išves- 


tinė f(x), kai a>0, keičia ženklą iš minuso į pliusą) ir maksi- 
mumas, kai a<0. 
Gautus rezultatus surašome į lentelę: 


a>0 


b) 
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Kvadratinės funkcijos f(x)= 
ašies susikirtimo taškų skaičius lygus lygties ax?+bx+c=0 šak- 
nų skaičiui, kurį nustato diskriminanto D —5?—4ac ženklas. Todėl 
pagal diskriminanto ženklą kiekvieną iš dviejų išnagrinėtų atve- 
ju (a>0 їг а« 0) galima suskirstyti dar į tris atvejus. Funkcijos 
grafiko padėtys abscisių ašies atžvilgiu, atitinkančios šiuos šešis 
atvejus, pavaizduotos 61 paveiksle. 


Pratimai. 


330. f(x) 2x?—2x--8. 
332. y (x) 23x? —x? 
„334. h(x) = o^ — X. 
! 6(x—1) 
336. g(x) = 22) un š 
fikus: 
338. f(x) =х2—5х+4. 
340. h(x) —x?—6x4-9. 
342. s(x) = — 1x! 3x— 45. 


ax?--bx--c grafiko ir abscisių 


I&tirkite funkcijas ir nubraiZykite ju grafikus: 


331. ф(х) = —х9++3х—2. 
333. u(x) 2 x* — 2x3 +3. 


335. р(х) 2 x2 (3— x). 


2x 
337. r (x) = lax ` 


Ištirkite šias kvadratines funkcijas ir nubraiZykite ju gra- 


339. g(x) =х?+х+1. 
341. u(x) 22x?—3x — 2. 


343. (x) = —2x2—x—3. 


Išspreskite šias nelygybes: 


344. 2+ x—x2>0. 345. x2—2x+3>0. 
346. x2+8x--16<0. 347. 252--6х--5220. 
348. 3x? 4- 10х+3<0. 349. 6x? +x—2<0. 


Raskite šių funkcijų didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


350. f(x) 231—1,5x—3x?—2,5x3. 
351. g(x) —x3—6x?4- 15x —2. 


352. h(x) =х5— $ x3+x—2. 


28. Funkcijos didžiausioji ir maziausioji reikšmė 


Sprendžiant praktikos uždavinius, dažnai tenka ieškoti toly- 
džios atkarpoje funkcijos didžiausios ir mažiausios reikšmės. Pa- 
gal analizės kurse įrodomą Vejerštraso teoremą atkarpoje [a; b] 
tolydi funkcija f įgyja toje atkarpoje didžiausią ir mažiausią reikš- 
mẹ, t. y. atkarpoje (48: b] yra taškai, kuriuose f įgyja didžiausią ir 
mažiausią toje atkarpoje reikšmę. 

Suformuluokime taisyklę, kaip rasti tolydžios atkarpoje [a; b] 
ir turinčios šioje atkarpoje tik baigtinį kritinių taškų skaičių funk- 
cijos f didžiausią ir mažiausią reikšmę. 

Iš pradžių tarkime, kad f neturi kritinių taškų atkarpoje [a; b]. 
Tuomet (žr. 25 sk.) ji didėja arba mažėja toje atkarpoje (62, 
63 pav.) ir todėl funkcijos | didžiausia ir mažiausia reikšmė 
atkarpoje [a; b] bus f reikšmės galuose 
a ir b. y 

Dabar sakykime, kad funkcijos f kri- 
tinių taškų atkarpoje [a; b] skaičius yra 
baigtinis. Tie taškai padalija atkarpą 
į baigtinį skaičių atkarpų, kurių viduje го 
nėra kritinių taškų. Tokiose atkarpose 
(žr. ankstesnę pastraipą) funkcija f įgv- um 
ja didžiausią ir mažiausia reikšmę ių | 
galuose, t. y. funkcijos kritiniuose tas- 
kuose arba taškuose a ir b. 

Taigi, norint surasti turinčios atkar- 
poje baigtinį skaičių kritinių taškų funk- 
cijos didžiausią ir mažiausią reikšmę, 
reikia apskaičiuoti funkcijos reikšmes 
visuose kritiniuose taškuose bei aikar- 
pos galuose ir iš gautųjų skaičių išrink- 
ti mažiausią ir didžiausią. 

1 pavyzdys. Raskime funkcijos 
у(х) = *3—1,5x7—6x41+1 didžiausią іг 
mažiausią reikšmę atkarpoje [—2; 0]. 63 pav. 


„en 


хў 


62 рау, 
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64 pav. 


Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuojame kritinius taškus. 
Kadangi išvestinė y/—3x?—3x—6 apibrėžta su visais x, tai belie- 
ka išspręsti lygtį y/—0. Ją išsprendę, gausime: y/=0, Каі х= —1 
її k= 2. 

Dabar iš skaičių y(—2) ——1, y(—1) 24,5 ir y(0) =1 turime 
išrinkti didžiausią ir mažiausią (kritinis taškas x=2 nepriklauso 
nagrinėjamai atkarpai). Aišku, kad mažiausia reikšmė įgyjama 
taške —2 ir lygi — 1, o didžiausia — taške —1 ir lygi 4,5. Trum- 
pai tai užrašoma taip: 


max у(х) =y(—1) =4,5; min у(х) =y(—2)=—1. 
1-2: 0] 1-2: 0] 


2 pavyzdys. Iš kvadratinio skardos lapo, kurio kraštinė a, 
išpjaunant jo kampuose vienodus kvadratėlius ir užlenkiant liku- 
sius pakraščius, reikia padaryti iš viršaus atvirą dėžutę (64 pav.). 
Kokio ilgio turi būti dėžutės pagrindo kraštinė, kad dėžutės tūris 
būtų didžiausias? 

Sprendimas. Dėžutės pagrindo kraštinės ilgį pažymėki- 


me x. Tuomet išpjautų kvadratėlių kraštinių ilgiai lygūs E (a— x), 
o dėžutės tūris i (a— x) х?. 


Iš uždavinio prasmės aišku, kad skaičius x tenkina nelygybę 
0«x«a, t. y. jis priklauso intervalui 10; a[. Todėl reikės ieškoti 
funkcijos 


у(х) = į (а—х)х? 


didžiausios reikšmės intervale |0; a[. Funkcijos mažiausios ir 

didžiausios reikšmės radimo taisyklė buvo suformuluota tik at- | 
karpoms. Kadangi funkcija V(x) tolydi visoje skaičių tiesėje, tai 
didžiausios reikšmės ieškosime atkarpoje [0; a], o gautus rezul- 
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tatus vėliau pritaikysime sprendžiamam uždaviniui. Randame 
funkcijos kritinius taškus: 


V' (x) 2ax— 2x5 ax— + 02=0=х=0 arba x= 2а. 
2 X. d EARUM 8 
v($2)-x(«- 3 a) (3 а) =т®. 


Kadangi V(0)=0 ir V(a)=0, tai funkcija V didžiausią reikšmę 
-Įgyja, kai х= Ža: 


(2 2 
ү =V|Z )=2 3 
тах (х) = (3 а 279 


Tai ir yra suformuluoto uždavinio sprendinys, kadangi funk- 
cijos didžiausia reikšmė, įgyta atkarpos [0; a] viduje, kartu yra 
tokia pat reikšmė, įgyta intervalo ]0; a[ viduje. f 

ҮЗ pavyzdys. Sakykime, materialus taškas juda iš ара- 
tinės pusplokštumės taško M į viršutinės pusplokštumės tašką N ` 
(65 pav.) pastoviu greičiu oí apatinėje pusplokštumėje, o viršuti- | 
„nėje — 06. Kokiu keliu turi judėti taškas, kad visam keliui nueiti 
reikėtų mažiausiai laiko? 

Sprendimas. Jei v,=v5, tai ieškomasis kelias yra atkar- 
ра MN. Kai о5о, taškas turės judėti laužte MON, kurios taš- 
ko O padėtį nustatysime, reikalaudami, kad keliui MON nueiti rei- 
kėtų mažiausiai laiko. Sakykime, atkarpą MO taškas nueina per 
laiką £j, o [ON] — per laiką £g. Nubrėžkime atkarpas MM' L MN”, 
NN'.LM'N' ir раўутёкіте х= |M'O'|, hj=|MM'|, h;= |NN'|, 


{= |M'N'|. 
MO ON 
Tada keliui MON nueiti reikės laiko t (x) = + t= мо + RB 


Ui U2 
И зэ | Ул +01 х) 
Ui U2 Бий: 

Iš uždavinio prasmės išplaukia, kad skaičius x tenkina nely- 
gybe 0<х</, t.y. priklauso atkarpai (0, Д. Taigi reikės rasti 
funkcijos t(x) mažiausią reikš- 
mę toje atkarpoje. Ieškome 
tunkcijos kritinių taškų: 


1-х х 1-х 


/ ri : хоо, 1-х €" 
t (x) =0, kai [MO] JONT ^9, ° 


t.y. 
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Parodysime, kad kritinis ta&kas уга tik vienas. Dél to apskai- | 
čiuokime funkcijos f(x) išvestinę: 
; hi h3 
£ x "= — T —————Á . 
ко о (V hï +x)?  va( V Aš +(I—-x)2)3 
Ji teigiama, todėl funkcija /'(x) didėja ir, vadinasi, gali turėti 
tik vieną nulį (taške хо). Kadargi 


, -1 , 

AW v;V Aš +Ë „кш о ИА +e 

tai 2 <0 intervale ]0; хо[ іг 7/0 intervale | хо; /[, t. y. išvestinė 
taške хо keičia ženklą iš minuso į pliusą. Vadinasi, xo — minimu- 
mo taškas. 

Faktiškai surasti tašką xo galima tik apytiksliai. 

Fizikos kurse sužinosite, kad būtent pagal (1) dėsnį lūžta 
šviesos spinduliai, pereidami iš vienos aplinkos į kitą (kampas a 
vadinamas kritimo kampu, o kampas В — lūžio kampu). Taigi 
šviesos spindulys juda tokiu keliu, kad judėjimo laikas būtų trum- 
piausias. Tai ir išreiškia fizikoje žinomas Ferma principas. W 


Pratimai 


353. Raskite funkcijos 
F(x) =x*—8x27—9 


mažiausią ir didžiausią reikšmę intervaluose: a) [—1; 1]; 
b) [0; 3]. 
354. Materialus taškas juda tiese pagal dėsnį 5(7)--5/--28-2 B; 


s(t) — kelias (metrais) ir # — laikas (sekundėmis). Kokiu 
laiko momentu taško judėjimo greitis bus didžiausias ir kam 
lygus šis didžiausias greitis? 

355. Parodykite, kad iš visų į skritulį įbrėžtų lygiašonių trikam- 
pių, lygiakraščio trikampio plotas yra didžiausias. 

356. Iš visų stačiųjų trikampių, kurių įžambinė duota, lygiašonio 
trikampio plotas didžiausias. Įrodykite. 

357. Duotą teigiamą skaičių išreikškite dviejų dėmenų suma taip, 
kad jų sandauga būtų didžiausia. 

358. Į atvirą kvadratinio pagrindo baką turi tilpti V litrų skysčio. 
Kokių matmenų bakui pagaminti bus sunaudota mažiausiai 
medžiagos? 

359. Gręžimo bokštas stovi lauke už 9 km nuo plento artimiausio 
taško. Iš gręžimo vietos reikia pasiųsti kurjerį į esančią prie 
plento gyvenvietę, nuo kurios iki plento minėto taško yra 
15 km (plentą laikome tiese). Kurjeris per lauką važiuoja 
dviračiu 8 km/h, o plentu — 10 km/h greičiu. Į kokį plento 
tašką reikia jam važiuoti, kad greičiausiai nuvyktų į gyven- 
viete? 
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29. Istorinės žinios 


XVII amžiuje matematika iš esmės pasikeitė. Dekartas sugal- 
vojo koordinačių metodą plokštumos kreivėms nagrinėti. Plėto- 
jant gamtos mokslus, reikėjo ištirti, kaip kinta funkcijos, visų 
pirma, funkcijos, išreiškiančios judančių kūnų ir kitų fizikinių 
dydžių priklausomumą nuo laiko. Išvestinė buvo pritaikyta funk- 
cijų ekstremumams surasti, įvairių kreivių liestinėms braižyti 
ir t.t. Pirmuose Dekarto, Paskalio ir Ferma darbuose iš esmės 
jau buvo diferencijavimo taisyklės. 

Šiuo metu matematine analize vadinama matematikos šaka, 
nagrinėjanti diferencialinį ir integralinį skaičiavimą (su integra- 
linio skaičiavimo elementais jūs susipažinsite X klasėje). Siste- 
minę išvestinių teoriją — diferencialinį skaičiavimą — išnagrinėjo 
vokiečių matematikas ir filosofas G. Leibnicas (1646—1716) 
ir anglų matematikas bei matematinių gamtos mokslų pradininkas 
L Niutonas (1643—1727). 

Terminą „funkcija“ įvedė. Leibnicas, bet ilgai taip buvo vadi- 
namos tik funkcijos, išreiškiamos kokiu nors analiziniu reiškiniu. 
Oilerio laikais funkcijos, reiškiamos skirtingomis lygtimis skir- 
tingose intervalo dalyse, nebuvo laikomos „tikromis“ funkcijomis. 
Prancūzų matematikas Furjė savo veikaluose 1822 m. faktiškai 
jau naudojo pačią bendriausią funkcijos sąvoką, nors ir aiškiai 
neiormulavo tos sąvokos apibrėžimo. 

Dabartinį skaitinės funkcijos apibrėžimą, nesusietą su jos reiš- 
kimo būdu, nepriklausomai vienas nuo kito sutormulavo rusų 
matematikas N. Lobačevskis 1834 m. ir vokiečių matematikas 
L. Dirichlė 1837 m. Tų apibrėžimų pagrindą sudarė idėja, kad 
funkcijos sąvokoje nesvarbu tai, kokiu būdu kiekvienam x priski- 
riama reikšmė f(x), svarbu tik, kad ši atitiktis būtų nustatyta. 

Šiuolaikinės funkcijos, kurios apibrėžimo ir reikšmių sritys — 
bet kokios aibės (nebūtinai skaičių), sąvoka, dabartinė termino- 
logija ir žymenys iš esmės susiformavo visai neseniai — šio šimt- 
mečio pradžioje. 

Funkcijos ribos sąvoka buvo aiški jau XVII a. matematikams. 
Faktiškai jie mokėjo teisingai skaičiuoti ribas. Tačiau sekos ir 
funkcijos ribą griežtai apibrėžė (tai išliko iki šių dienų) tik pran- ` 
cūzų matematikas O. Koši (1789—1857), nors ne iš karto- visi 
tai suprato. , 

XVII a. matematikoje įvykusio posūkio svarbumą ryškiai api- 
būdino Karlas Marksas ir Fridrichas Engelsas. Engelsas rašė: 
„Posūkio tašku matematikoje buvo Dekarto kintamasis dydis. Jo 
dėka į matematiką atėjo judėjimas ir dialektika“. Vis dėlto su 
funkcijų, nykstančių dydžių, ribų ir išvestinių sąvokomis susijusių 
naujų matematikos šakų vystymosi pradžią Marksas apibūdino 
kaip „mistinę“. 

! Daugelio XVII a. matematiku šükis buvo: ,Zenkite pirmyn ir 
jūs jsitikinsite rezultatų teisingumu“. 


93, 


Tiktai pasirodZius Koši darbams, XIX a. matematiné analizé 
buvo logiškai pagrįsta. Tam tikslui, be kita ko, reikėjo griežtos 
realiųjų skaičių teorijos. O ją tik XIX a. antroje pusėje sukūrė 
Vejerštrasas, Dedekindas ir Kantoras. 


Papildomieji II skyriaus pratimai 


360. f(y) —2y*--3y?—2y--1. Raskite ЇГ (х), F(0), V(—1), F(—2). 


361. f(x) = xt $e T x2—x. Raskite F (x), f^(0). f'(1) 

362*. Išveskite formulę, pagal kurią skaičiuojama funkcijų sumos 
išvestinė, kai dėmenų skaičius baigtinis. 
Raskite šių funkcijų išvestines: 

363. v (x) = (x?—2x--3) (352--2х--1). 

364. f(x) = (ax+ b) (cx*+dx +€). 

365. f (y) = (3y-- 1) (y—3). Raskite F (x), F(0), F (2). 

366. g(u) —6u?(5u3--1). Raskite g'(y), g'(0), g'(—1). 

867. Išveskite trijų funkcijų и, v, w sandaugos išvestinės skaičia- 
vimo taisyklę: 


(u+<0-0)/=U"-U-0+u-0/-0+U-0- ш". 


368. u (2) =Š . Raskite u'(z), w/(x—3), 4/(0), 4((1), u” (22). 


369. f(t) = s ут Raskite F(t), f/(4), F). 


2t--2 
370. g(x) = VI Raskite g'(x), g' (4), g (1). 
371. h(u) = EEUE Raskite h'(u). 
372. о(5)-4-4944. Kam lygi o'(x)? 


373. Raskite u'(a), kai u(a) = i.i. 
374. Raskite O'(0), kai (v) = Š --3o-5. 


375. Nubraižykite funkcijos y= PET x—5) grafiką. 
Apskaičiuokite šių funkcijų ае. 


376. у= = 377. у= Y 3—2x, x < +. 
378. f(t) = Уй 602—1. Raskite f(t), F (2). 
379. g(y) = y £z. Raskite g'(x), g'(2). 


380. Kuriame funkcijos у= V x grafiko taške liestinė sudaro 45° 
kampą su abscisių ašimi? ` 
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881. 


882. 


888. 
884. 


885. 
886. 
887. 


888. 
890. 


891. 
393. 


395. 


396. 
398. 


400. 


401. 


402. 


404. 


Nubraižykite grafiką funkcijos, turin- 
čios taške Хо tokias savybes: 


а) (х) =0 ir F (xo) =0; 
b) f(xo) =0 ir F (xo) «0; 
с) f(xo) =0 ir P (xo) 20. 
Raskite šių funkcijų didėjimo (mažė- 
jimo) intervalus: 
„A 
х-17 
f(x) =2x2+ 3x+4. 
g (x) 23x? -2x 4H. 
а(х) = 39+ L3-2x-2. 
g (x) 23x32 —2x 4-1. 
1 
f(x) =х+ = 
Ištirkite funkcijų didėjimą (mažėji- 
mą) ir ekstremumus: 


4 — 
s(f) = ———. 389. u(t) = Ë — 1. 
(0- >= u(0)= V 
Н) = V 2—2. 
Naudodamiesi išvestine, nubraižykite 
funkcijų grafikus: 
у= х?(х— 2). 392. y=x1—4x2. 
y—x5—8x?—9x. 394. y—x3--3x? 4l. 
нээ P ad. x 
sta 


2 2x—1 
y= (+) (х—5)%. 397. y=8 4. 


y=x V2-2. 399. у=/х+ VA— x. 
Ištirkite kvadratines funkcijas ir nu- 
braižykite jų grafikus: 

a) Ф(х)--3х2--4х--2, 

b) g(x) = —3x?4-5x—4. 

Iš kvadratinės funkcijos grafiko (66 


pav. a, b, c) nustatykite koeficientų 
a, b, c ir diskriminanto ženklus. 


Išspręskite nelygybes: 
3x2—2x—1<0. 403. 6x?—x--2«0. 


х2-9х-15:0, 405. 1H 2x— 520. 
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406. 
408. 


410. 
411. 
412. 


418. 


414. 


415. 


416. 


417. 


418. 


419, 


420. 


421. 


422. 


423. 
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Ištirkite funkcijas ir nubraižykite jų grafikus: 


g (x) =3x3—2x744, 407. h(x) -3x!—3x?4- 5. 
u(x) —x$—3x? t 2. 409. w(x) = x2 + x. 
Raskite funkcijos g(x) =x*—3x74+3 mažiausią ir didžiausią 


reikšmę intervaluose: a) [—1; 1]; b) [1; 3]. 

Raskite funkcijos А(х) —2x3—9x?--2 mažiausią ir didžiausi; 
reikšmę intervaluose: a) [—1; 1]; b) [1]; 3]. 

Iš visų į pusskritulį įbrėžtų stačiakampių (viena stačiakam 
pio kraštinė yra pusskritulio skersmenyje) raskite didžiausio 
ploto stačiakampį. 

Koks turi būti kūgio aukštinės ir skersmens santykis, kad 
duotojo tūrio kūgio šoninis paviršius būtų „mažiausias? 
Kaip reikia sulenkti duoto ilgio / vielos gabalą, kad jis ribotų 
didžiausio ploto stačiakampį? 

Raskite didžiausio ploto lygiašonį trikampį, kurio perimet- 
ras 2p. 

a) Skaičių 10 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, 
kad jų kvadratų suma būtų mažiausia. 

b) Skaičių 8 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, 
kad jų kubų suma būtų mažiausia. 

1 lygiašonį trikampį, kurio pagrindas 20 cm, o aukštinė 8 cm, 
įbrėžtas stačiakampis. Stačiakampio viena kraštinė yra tri- 
kampio pagrinde. Koks turi būti stačiakampio aukštis, kad 
jo plotas būtų didžiausias? 

Raskite skaičių, kurį sudėję su jo kvadratu gautute mažiau- 
sią sumą. 

Valtis yra už 3 km nuo kranto artimiausio taško A. Valties 
keleivis nori nuvykti į tame krante esantį kaimą B, nutolusį 
nuo A per 5 km. Valties greitis 4 km/h, o keleivis pėsčiomis 
per valandą nueina 5 km. Prie kurios kranto vietos turi 
priplaukti valtis, kad keleivis trumpiausiu laiku nuvyktų 
į kaimą B? : 

Iš visų duoto tūrio ritinių raskite tokį, kurio visas paviršius 
būtų mažiausias. 

Atkarpos AB, |AB|—5 m, galai slenka koordinačių ašimis. 
Taško A judėjimo greitis lygus 2 m/s. Koks taško B judė- 
jimo greičio modulis tuo momentu, kai taškas A yra per 
3 m nuo koordinačių pradžios? 

Vertikaliai pastatytų kopėčių ilgis lygus 5 m. Apatinis ko- 
pėčių galas pradeda slysti pastoviu 2 m/s greičiu. Kokiu 
greičiu ir kokiu pagreičiu laiko momentu 7 leidžiasi viršuti- 
nis kopėčių galas? 

Nevienalytis strypas AB yra 12 cm ilgio. Jo dalies AM masė 
didėja proporcingai taško M atstumo nuo galo A kvadratui 
ir lygi 10 g, kai |AM|=2 cm. Raskite: 1) viso strypo АВ 
masę ir ilginį tankį bet kuriame strypo taške M; 2) kam 
lygus strypo ilginis tankis taškuose A ir B. 


424. 


425. 


426. 


427. 


428. 


429. 


Masės m kūnas juda tiese pagal dėsnį 8(0)-082-072--ү 
(a, В, Y — konstantos). Įrodykite, kad kūną veikia pastovi 


ėga. 

Ratas sukasi taip, kad posūkio kampas proporcingas laiko 
kvadratui. Pirmąkart ratas apsisuko per 8 s. Jis sukasi jau 
48 s. Apskaičiuokite rato kampinį greitį. 

10 m aukštyje kūnas metamas vertikaliai aukštyn pradiniu 
greičiu 40 m/s. Raskite: a) kokiame aukštyje nuo žemės pa- 
viršiaus jis bus po 1 s; 5) per kiek sekundžių kūnas pakils 
aukščiausiai ir koks tada bus jo atstumas nuo žemės (tar- 
kite, kad g—10 m/s?). 

Apvalus metalinis diskas kaitinamas аа taip, kad jo 
spindulys tolygiai ilgėja 0,01 cm/s. Kokiu greičiu didėja 
disko plotas tuo momentu, kai jo spindulys lygus 2 cm? 
Lempa pakabinta 12 m aukštyje virš tiesaus horizontalaus 
tako, kuriuo eina 1,8.m ūgio žmogus. Kokiu greičiu ilgėja jo 
šešėlis, kai žmogus tolsta 50 m/min greičiu? 

Iš visų į apskritimą įbrėžtų stačiakampių raskite didžiausio 
ploto stačiakampį. 
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ПІ skyrius 
TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


S 7. SKAITINIO ARGUMENTO TRIGONOMETRINĖS 
FUNKCIJOS 


30. Kampinių dydžių matavimas radianais 


Aštuonmetėje mokykloje sužinojote, kaip kampiniai dydžiai 
matuojami radianais. Prisiminsime, kad vienas radianas lygus 
180° , 

E ub 
_ 180° 
l rad= perta (1) 


Taip pat Zinote, kad apskritimo, kurio spindulys r, 1 radiano 
lanko ilgis lygus r, o a radianų lanko ilgį galima apskaičiuoti iš 
formulės 

L=ar. (2) 


Apskaičiuokime skritulio išpjovos plotą, kai išpjova atitinka 
a radianų lanką, o skritulio spindulys lygus r. Siam tikslui pri- 
siminkime n? lanką atitinkančios išpjovos ploto formulę 


a 
шэн 360 " 
Kadangi = =! (čia I — lanko ilgis), tai 


= RUN 
Ээ 180 2 2^" 
Įrašę I reikšmę iš (2) formulės, gauname: 
jc ы 
S= 5 (3) 
Savaime aišku, Кай (2) іг (3) formulés, palyginus su analo; 
"C Р БИО: n, o mėn 
giškomis formulėmis /— us r S= г 
dar ryškesniais radianinio mato pranašumais susipaZinsite $ 11. 
Iš (1) formulės išplaukia, kad 


л radianų= 180°. (4) 


‚ уга paprastesnės. Su 
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Si formulė yra pagrindinė, 
keičiant radianinį kampo matą 
laipsniniu ir atvirkščiai. Toliau 
žymenį rad dažniausiai pralei- 
sime. 

l pavyzdys. Išreikškime 
radianais 90“, 45°, 60? ir 27“. 

Pagal (4) formulę rašome: 


Bus Ж. qua. A б. Ж 
Seu: 45?— "E 60'= >; 
o. 27m 8л 
27 180 90 


2 pavyzdys. Išreikškime 


iss A 3m., 2л 67 pav. 
laipsniais G4 ir 3 * А 


Iš (4) formulės išplaukia: 
£30, 37 135°; Ž =120°. 


3 pavyzdys. Raskime хичээ, kurio spindulys r=12 cm, 
lanko ilgį 1 ir išpjovos plotą S, kai lankas turi + radiano. 
$ (2) ir (3) formules: 


1-12. =4л (cm); S= + (12)? 5 —24n (ст). 


Posükj a radiang kampu apie оа pradžią Zymési- 
me R*, o tuo posūkiu gautą taško Po=M(1; 0) vaizdą — raide Pa: 


Pa =R (Po). 


4 pavyzdys. Pažymėkime k a наве apskritime tašką 
T, u n, 2л 

ЕД * , 4 , 4 , ID , 3 » 

Sprendinys pavaizduotas 67 paveiksle. PavyzdZiui, 


Pa, kai a įgyja tokias reikšmes: 0; 


R° (Po) = К° (Po) =P = Ро; R? (Po) = RP (Po) Pops =P , 
3 


Priskyrę kiekvienam skaičiui £ vienetinio apskritimo tašką 
Р,= Rt (Po), 


gausime aibės R atvaizdį 
t 


(5-р, 
į vienetinio apskritimo taškų aibę. 
Kadangi posūkiai Ri ir Rt+2%m sutampa, tai taškas P, atitiks 
ne tik skaičių /, bet ir visus skaičius ¿+2xn, kai n= Z. 
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W Pastaba. Atvaizdžiui 
t— P, galima suteikti vaizdžią 
prasmę. Šiam tikslui tiesei x=1, 
einančiai per tašką Po, suteik- 
sime ašies Oy kryptį ir ją lai- 
kysime ašimi Pot. Po to įsivaiz- 
duokime, kad begalinis netam- 
pus siūlas, įtvirtintas taške Po, 
yra ištemptas tos ašies krypti- 
mi. -„Vyniosime“ abu šio siūlo 
galus ant vienetinio apskritimo, 
kaip parodyta 68 paveiksle. 

Aišku, kad siūlo taškas, ku- 
rio pradinės padėties (kai siū- 
las ištemptas tiesės x=1 kryp- 
timi) ordinaté ašyje Pot buvo f, 
pateks į vienetinio apskritimo 
tašką P,, o tiesės taškai, kurių 
ordinatės viena nuo kitos ski- 
riasi skaičiumi 2an, vyniojant 
pateks į vieną ir tą patį tašką. 


68 pav. 


Vadinasi, du realieji skaičiai s ir 4, atvaizduojami į vieną ir tą 
patį vienetinio apskritimo tašką, yra susieti lygybe 


s—t=2xn; 


n — tam tikras sveikasis skaičius. 


Pratimai 


430. 
431. 
432. 


433. 


434. 


435. 
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Išreikškite radianais: 36°, 250“, 330“. 


Išreikškite laipsniais: — 22, 21, 2a, Зл. 


— 


š lenteliu * raskite kampu radianinj mata: 

a) 17°, b) 43°24% с) 139°; d) 158236”. 

Iš lenteliu raskite kampu laipsnin; mata: 

a) 0,5585; b) 0,8098; c) 3,1416; d) 4,4454. 

Nenaudodami lentelių, apskaičiuokite stačiojo trikampio 
kampų laipsninį ir radianinį matą, kai: a) jo statiniai lygūs; 
b) vienas iš statinių lygus įžambinės pusei. 

Nenaudodami lentelių, raskite keturkampio kampų laipsninį 


ir radianinį matą, kai jo kampų didumai santykiauja kaip 
6:8:9:13. 


* Cia ir kitur turime galvoje V. Bradžio lenteles. 


486. 
487. 


488. 


489. 
440. 


441. 


442. 


448. 


444. 


445. 


446. 


Apskaičiuokite valandinės, minutinės ir sekundinės rodyklės 
kampinį greitį (radianais per minutę). 

Kokiu kampu reikia pasukti laikrodžio minutinę rodyklę, no- 
rint pavaryti laikrodį: a) 6 min pirmyn; b) 6 min atgal? 
(Laikrodžio rodyklę sukti leidžiama tik jos judėjimo kryp- 
Ни). 

Taškas, kurio greitis 600 m per minutę, juda 80 cm spin- 
dulio apskritimu. Išreikškite taško kampinį greitį radianais 
per sekundę. 

Ar skirtingi posūkiai Ал ir Ё-15099 Kaip dar kitaip vadinami 
šie posūkiai? 

Vienetiniame apskritime pažymėkite tašką, į kurį posūkiu R“ 
atvaizduojamas abscisių ašies vienetinis taškas Po, kai: 
а) а=25°; b) а=—100°; с) а= р: d) а=— $; 
e) а=620°; 1) а= 22, 


Vienetiniame apskritime pažymėkite tašką, į kurį posūkiu Re 
atvaizduojamas ordinačių ašies vienetinis taškas Mo, kai: 
a) a= = +2xn; b) a= Ž --2лп; c) а= 52 +2лл; 


d) а= — LT +2лп (n — bet kuris sveikasis skaičius). 


Nurodykite keletą kampų p, kad posūkis RP sutaptų su po- 
sūkiu Re, kai: 


a) а=125°; b) а= —400*; с) а= 28, d) а= –3л. 


Nurodykite visus kampus a, kurių apibrėžtas posūkis Ко su- 
tampa su posūkiu RP, kai: 

а) B—40*; b) B——20* c) p=; d) p=- +; 

) В--2л: f) B=1; g) B=1,5; h) В=—0,8. 


Vienetiniame apskritime pažymėti taškai Po, P. , Р. , Pa 


2 2 
„Parašykite tuos taškus atitinkančių skaičių bendrąją iš- 


raišką. 
Raskite a, kai: 
Зл = 
а) Као а= 4, b) R Zo Ra= Rz; 
с) R25 o Кя = К; d) R? o Ra=R-'. 


Lanko AB kampinis didumas lygus =, o jo spinaulys ly- 
gus 3 m. Koks lanko AB ilgis? 
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447. Lanko radianinis matas lygus 31. Koks vienetinio apskritimo 


lanko ilgis? 
448. Lanko ilgis lygus 10 cm, o jo spindulys r—2 cm. Raskite to 
lanko radianinį matą. 


449. Išpjovos lanko radianinis matas lygus Жэ o spindulys r= 


=15 cm. Apskaičiuokite išpjovos plotą. 

450. Išpjovos lanko ilgis lygus 20 cm, o spindulys 15 cm. Apskai- 
čiuokite išpjovos plotą. 

451. Lanko radianinis matas lygus 2, o išpjovos plotas lygus 
256 cm?. Raskite išpjovos spindulį. 


31. Skaitinio argumento sinusas ir kosinusas 


Apibrėšime dvi naujas skaitines funkcijas — sinusą ir kosi- 
nusą. 

Ankstesniame skyrelyje kiekvienam skaičiui a buvo priskirtas 
vienetinio apskritimo taškas P„=R“(P;) (69 pav.). Iš geometri- 
jos kurso žinome, kad to taško ordinatė vadinama a radianų kam- 
po sinusu, o jo abscisė — to kampo kosinusu. 

Apibrėžimas. Taško Р,, gauto pasukus a radianų kampu 
tašką P,= M(1; 0) apie koordinačių pradžią, ordinatė vadinama 
skaičiaus а sinusu (žymima sin a), o to taško abscisė — а kosi- 
nusu (žymima cos a). 

Taigi skaičiaus a sinusas lygus a radianų kampo sinusui, 
o skaičiaus а kosinusas — to kampo kosinusui. 


š Sx + is 197 JT. ‚_ л iix 
Pavyzdys. Raskite cos F ir sin 24 cos > ir sin = reikš- 


. 
H 


mes. Taškų Ps ir Р, (70 pav.) koordinatės yra ( 
4 3 


ir (L: v). Todel e 


69 pav. 


з\ Ү? O SRE 
cos (£8) = z NT)“ 
л 1 л ИЗ 
COS = 7, SIN =: 


Analogiškai surandamos іг viršutinėje lentelės eilutėje nuro- 
dytų skaičių sinuso ir kosinuso reikšmės: 


0|5|5|л|л|эл| зл | 5л | | тл | 5л | ал | за| s | та | яд 
а 61413 1.21 3 4 6 6 4 3 2 3 4 5 
-1,| 1 kabal, kal уз | л loli ҮЗ уз) ‚| уз| val a], 
5 2 [212 > 2 2 2 2 2 2 2| 2 
s| [|z | Lal ҮЗ УЗ || уз| val. 1 „| i v3 val, 
8 21212 2 2 2 2 2 2 | 2 2 2 


Priskyre kiekvienam skaičiui x jo sinusa (arba kosinusą), gau- 
name dvi funkcijas: 
x—sin x ir x— cos x, 


apibrėžtas visoje skaičių tiesėje. (Atkreipiame dėmesį, kad geo- 
metrijoje nagrinėjamų funkcijų sin ir cos argumentai yra ne skai- 
čiai, o kampiniai dydžiai). 

Vienetinio apskritimo taškų abscisės ir ordinatės įgyja visas 
reikšmes nuo — 1 iki I, todėl kiekvienos iš tų funkcijų reikšmių 
aibė yra atkarpa [—1; 1]. 

Kadangi vienetinio apskritimo bet kurio taško koordinatės 
tenkina lygtį х24-0?=1, tai, koks bebūtų a, cos a ir sin a reikšmes 
sieja tapatybė 

cos? а + ѕіп20 = 1. (1) 


Pratimai 


452. Patikrinkite, ar teisingai uZpildyta lentelé (31 skyrelis). 


453. Parašykite, kam lygus skaičių 0 ir 3 sinusas ir kosinusas. 


454. Nurodykite visas x reikšmes, tenkinančias parašytą lygybę: 
a) sin x—0; b) cos x20; c) sin x=1; 
d) cos x=1; e) sin х= — 1; f) cos х= — 1. 


455. Milimetriniame popieriuje nubraižykite vienetinį apskritimą. 
Pasirinkę bet kurį skaičių a, tenkinantį sąlygą —1«a«l, 
nubraižykite kampą, kurio sinusas (kosinusas) lygus a. 

456. Iš lentelių nustatykite sin а ir cos а reikšmes, kai a lygus: 


a) 175; b) 93°; c) 200°; d) 220°. 
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Remdamiesi (1) tapatybe, suprastinkite šiuos reiškinius: 


457. cos?t — 1. 458. (cos f 4- sin 1)?— 1. 

459. (cos f—sin £)?4- (cos t+ sin £)?. 

460. cost £ 4-2 sin? t cos? f -- cos: f. 

461. sin? f —sin* £+- cos? t. 462. sint 1+ cos? f + sin? t cos? f. 


sin? f—1 sin? / 2со521-1 
468. cost 2—1 ^ 464. CURT — cos Ё. 465. 9?sní-—l' 


466. Ar gali kosinusas büti lygus: a) 0,67; b) ip 9 ze 
qj, Ln Үг 


467. Ar gali sinusas büti lygus: a) —2,5; b) v c) 


y 29 25 


468. a) Jei sin? a-- cos? 851, tai cos? a-- sin? in, [rodykite. 
b) Duota: sin £#+cos £=m. Raskite 2 sin f cos t. 

469. Įrodykite, kad lygybė teisinga: 
a) cos? a— sin? a=cos* a— sint a 
b) sin? a—sin? B= cos? B—cos? а 


470. cos? a—sin? 8=0,5. Raskite sin? a— cos? p. 


32. Skaitinio argumento tangentas ir kotangentas 


ApibreZkime dar dvi skaitinio argumento funkcijas. 
Skaičiaus а tangeníu vadinamas to skaičiaus sinuso ir kosi- 
nuso santykis: 
tga= 275, (1) 


cos G 


Skaičiaus a kofangentu vadinamas to skaičiaus kosinuso ir si- 
nuso santykis: 


= 08:08 

ctg а= ung Š į (2) 

Funkcija tangentas išreiškiama formu- 
le y=tg x. 

Iš (1) formulės išplaukia: tangento 
apibrėžimo sritį sudaro visi realieji skai- 
čiai, išskyrus skaičius = +лп, kai nez, 
nes tuose taškuose vardiklis virsta nuliu 
(cos a=0), todėl tangentas a neegzistuo- 
ja. Tangento reikšmių sritis aibė R. 

Prisiminkime vaizdų tangento aiškini- 
mą i$ VIII klasės. Iánagrinékime tiesę 
71 pav. P,F.LOx (71 pav.). Aiškumo dėlei tarki- 
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me, kad 0cac A . Tuomet iš trikampių 
ОР,В ir ОМР, panašumo: 
|МР,| _1Рь„В| 
IOP (08|” 
Kadangi |0Р,| = 1, |P„B = sina, 
[ОВ|=соѕ a, tai iš čia išplaukia: 
|МР»| = sina —1g a. 


cos а 


Apskritai, spindulio OP, ir tieses OM 
susikirtimo taško ordinaté yra kampo u 
tangentas. Todėl tiesę PoF vadiname tan- 
gento linija. 

Funkcija kotangentas išreiškiama formule y=ctg x. 

Iš (2) išplaukia, kad kotangento apibrėžimo sritį sudaro visi 
realieji skaičiai, išskyrus skaičius лл, kai nezZ, nes tuose taš- 
kuose vardiklis virsta nuliu (sina=0), todėl kotangentas a ne- 
egzistuoja. Kotangento reikšmių sritis — aibė R. 

Samprotaudami kaip ir anksčiau, įsitikiname, kad spindulio 
ОР, ir tiesės P„ C (72 pav.) susikirtimo taško abscisė yra ctg a. 

2 


72 pav. 


Todėl tiesę P, C vadiname kotangento linija. 
2 


Panariui sudauginę (1) ir (2) lygybę, gauname: 
tg a-ctg a=1. (3) 


(3) lygybė teisinga tik su tomis a reikšmėmis, kurios priklauso 
tangento ir kotangento apibrėžimo sričių bendrai daliai, t. y. su 


visais realiaisiais skaičiais, išskyrus skaičius 24 kai nez. 
Dažnai tenka remtis tokiomis tapatybėmis: 
Ї 
2) үсээ 
14462 а= — ° (4) 
1--сЇ р a= Ac s (5) 


(4) tapatybei įrodyti pakanka tapatybės sin? a+cos?a=1 abi 
puses padalyti iš cosž a, о (5) tapatybei L iš sinž a. 
14) tapatybė yra kalamos tangento apibrėžimo srityje, t. y. su 


X А 
visais realiaisiais skaičiais, išskyrus skaičius > tnm, kai nez, 


o (5) tapatybė — kotangento apibrėžimo srityje, t. y. su visais 
realiaisiais skaičiais, išskyrus skaičius mn, kai neZ. 

Sinusas ir kosinusas, tangentas ir kotangentas laikomi pagrin- 
dinémis trigonometrinėmis funkcijomis. 


105 


V Kai kada nagrinėjamos dar dvi trigonometrinės funkcijos — 
sekantas ir kosekantas, kurios apibrėžiamos taip: 


1 
sina ° 


sec а= == » 0056С G= 
„Cosa 


Taigi apibrėžėme šešias pagrindines trigonometrines funkci- 
jas. Norėdami išsiaiškinti, kodėl jų yra būtent tiek, pastebime, kad 
smailiojo kampo а trigonometrines funkcijas galime apibrėžti kaip 


stačiojo trikampio ABC, kurio smailusis kampas y m kraštinių 
santykius. Tokių santykių šeši: 


Pratimai 


471. Laikydami pavyzdžiu 103 puslapyje esančią lentelę, sudary- 
kite tangento ir kotangento reikšmių lentelę. 


472. Parašykite, kam lygūs skaičių T ir 3 tangentas ir kotan- 
gentas. 


473. Nustatykite tg a ir ctg a ženklus, kai a lygus: 
a) 49^ b) 131°; c) 230°. 

474. б шакы visas x reikšmes, su kuriomis yra teisinga ly- 
уре: 
E tgx=0; b) ctg x-0; c) tgx=1; d) ctg x—1. 
Suprastinkite reiškinius: | 

475. a) cos 11° tg 11°+-ѕіп 11°; b) sin 42? сіс 42° — cos 42°. 

476. a) cos? 76? tg? 76? -- sin? 76? ctg? 76°; 


I 1 
b) т 17:11 7 315 179117 
477. a) cos a-ctg a— sin a; b) cos a—sin a ctg a. 
tg? a—sin? a 
ctg? a— cos? a ` 


479. a) бол -1 ) ctg? a; b) (1- ste a. 


sinž a 


418. a) cos* a(1--tg? a) t- sin? a; b) 


— š 4281 ads š 
480. Apskaičiuokite A AAA reikšmę, kai 
2cosa—3sina 


a) tga= +; b) ctga- 7. 


Įrodykite, kad šios lygybės yra teisingos su visais a, pri- 
klausančiais kairės ir dešinės pusės apibrėžimo sričiai. 


SQ ] 4 sin 4 
4,225. 22200, 482. 1—2 sin? a—2 cos? a— 1. 
]—sina cos а 
483 l+ctga_tga+! 484 іра  „ctgža-1 = 
` I-etga 4184-17 ` |—tg?a ctga Ë 
= cos?a—sin? "um si 
485. S 7-9 o sin?qcos?q. 486. igo. _эша cos a. 
ctg? a—tg? a sina ctga 
in? 9 cos? : 3 : : 
487. TE 20050 .sin?g—]. 488. tg? a— sin? a— tg? a sin? a. 


{е2 а ctg? а 
1—4 sin? a cos? a ; 
489. — —— —, =1—2 sin a ° cos a. 
(sin a+ cos а) 
sin? a —cos? a-- cos* а 
' cos? a—sin? a--sin*a 


491. Iš XIi lentelės raskite skaičių 0,03; 0,30; 0,37; 1; 1,48; 2, 
2,15; 3; 3,07 sinuso, kosinuso ir tangento reikšmes. 


=tg* a. 


'6 8. PAGRINDINĖS TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ 
SAVYBĖS 


33. Trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai 


: Nagrinėjant trigonometrines funkcijas, dažnai tenka spręstt“ 
tokį uždavinį: duotajam a reikia nustatyti sina, cos a, tga ir 
ctg e ženklus. 

Norėdami tą uždavinį išspręsti, pirmiausia pažymėsime, kad 
bet kurio iš keturių ketvirčių, į kuriuos koordinačių tiesės padalija. 
plokštumą, visų taškų abscisės (ordinatės) turi tą patį ženklą. 
Sie ketvirčiai numeruojami taip, kaip pavaizduota 73 paveiksle 
(t. y. prieš laikrodžio rodyklę). Pavyzdžiui, I ir II ketvirčio taškų. 
ordinatės teigiamos, II ir III ketvirčio taškų abscisės neigiamos. 
Pagal apibrėžimą kosinusas a — tai abscisė taško Pç, gauto pa- 
sukus tašką P= M(1; 0) apie koordinačių 
pradžią a radianų kampu, o sinusas a — 
to taško ordinatė. Todėl. nustatę, kuriam 
ketvirčiui priklauso taškas Р,, žinosime 
skaičiaus а trigonometrinės funkcijos 
ženklią. 

Iš a reikšmės paprastai nesunku nu- 
spręsti, kuriam ketvirčiui priklauso taš- 


kas Px. Jei, pavyzdžiui, 0<а< i, tai taš- 
kas Pç yra I ketvirtyje (įprasta sakyti, kad 
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sinuso ženklai kosinuso ženklai 


74 pav. 


ir kampas a yra I ketvirtyje). Jei 3 л<а<2л, tai taškas P, (ir 


kampas a) yra IV ketvirtyje. 

Kadangi I ir II ketvirčio taškų ordinatės teigiamos, o III ir IV 
ketvirčio taškų ordinatės neigiamos, tai I ir II ketvirčio kampų a 
sinusai yra teigiami, o III ir IV ketvirčio kampų sinusai neigiami. 
Trumpiau sakant, sinusas I ir II ketvirtyje yra teigiamas, o III ir 
IV ketvirtyje — neigiamas. 

Kadangi I ir IV ketvirčio taškų abscisės teigiamos, o II ir III 
ketvirčio taškų abscisės neigiamos, tai kosinusas I ir IV ketvirtyje 
yra teigiamas, o II ir III ketvirtyje — neigiamas. 

Sinuso ir kosinuso ženklai pavaizduoti 74 paveiksle. 

I ir III ketvirtyje sinuso ir kosinuso ženklai sutampa, todėl 
tangentas ir kotangentas tuose ketvirčiuose yra teigiami. II ir IV 
ketvirtyje sinuso ir kosinuso ženklai yra priešingi, todėl šiuose 
ketvirčiuose tangentas ir kotangentas neigiami (75 pav.). 

I pavyzdys. Randame sinuso, kosinuso, tangento ir ko- 
tangento а reikšmių ženklus, kai а lygus: 1) 350°; 2) . — 160°; 
3) 2,5; 4) -2,5. 

1) 350? kampas yra IV ketvirtyje, todėl sin 350°<0, cos 350° 
>0, tg 350°<0, ctg 350°<0. 

2) —160? kampas yra III ketvirtyje, todėl sin(— 160“) «0, 

соѕ(— 160°) «0, tg(— 160°) >0, 
y | tangentoirkotangento ctg ( — 160°) >0. 


ženklai 3) Kadangi = <2,5<x, tai 2,5 ra- 


diano kampas yra II ketvirtyje, todėl 
sin 2,5 > 0, соѕ 2,5 < 0, tg2,5 < 0, 
ctg 2,5« 0. 

4) —2,5 radiano kampas уга 
III ketvirtyje, todél sin(—2,5) «0, 
cos(—2,5) «0, tg(—2,5) 50, 
ctg(—2,5) >0. 

Zinodami vienos ar kitos trigo- 
75 pav. nometrines funkcijos reikšmiu Zenk- 
lus, galėsime pagal bet kurios iš 
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keturiu pagrindinių trigonometrinių funkcijų reikšmę apskaičiuoti 
kitų funkcijų reikšmes. Tokių uždavinių sprendimas remiasi jums 
žinomomis tapatybėmis: 


sin? a4- cos? a=1; (1) 
tg а= 223 (2, E ctg a= = s (2, b); 8 (2, c); 
1--162 2211 G= = (3, b). 


cos 52а 
' Išnagrinėkime pavyzdžius. 
2 pavyzdys. ОЕ ив COS а, tg а ir ctg a, Zinoda- 
mi, kad sin a= — 15 ir x<a< Š = 


Iš (1) lygybės perd E 
cos а= V 1—sin?a arba cos а= — V 1—sin? a. 


Belieka nustatyti cos a ženklą. Pagal sąlygą a yra III ае 
tyje, todėl cos a<0. Taigi 


5 
соза=— V1-sin?a- — V 1-1-11 -5 )--$- 


Remdamiesi (2, a) ir (2, b) lygybėmis, gauname: 


sing 12 cosa 5 
cosa 5” elg di sina 127 


tg a= 


3 pavyzdys. Žinodami, kad ctg a= — з ir a rg II ket- 


virtyje, raskime sin а, tg a ir cos a. 
Kadangi tg a ctg a=1, tai tg а= -z7 =T 4. 


Norint шашин cos a, galima poem (3, a) lygybe 
25 


9 


cus 


Kadangi а уга II ketvirtyje, tai iš čia randame, kad cos a= 
=— i. Pagaliau 


sin a=tg а cos а= (-2) (-3)-$ à 


Pratimai 


492. Kuriam ketvirčiui priklauso a, kai: 


a) sina>0; b) сова« 0, c) tg a<0; d) sin a>0 ir cos 00, 
e) ѕіпа<0 ir cos a<0; f) sin a>0 ir tg a<0; g) tga>0 ir 
cos a. 0? 
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493. Nustatykite šių kampu ir skaičių funkcijų sin, cos, tg ir ctg 
reikšmių ženklus: a) 73°; b) —73°; c) 1175 d) -117: 
e) 72, р — 74; р) 1055 h) —105°. 
494. Kuriam ketvirčiui priklauso a, kai a lygus 1, 2, 3, 4, 5, 6? 
495. Nustatykite reiškinių ženklus: a) cos 70° sin 170“; 
b) sin 70? cos 170°; c) tg 130° sin 130“ cos 130°; 
d) ctg 195? sin 195? cos 1959; 'g) sin 1 cos 2 tg 3; 
f) cos 16113105. 


Remdamiesi vienos iš funkcijų sin а, cos a, tg a, ctga duo- 
{аја reikšme ir intervalu, kuriam priklauso a, raskite trijų 
likusių funkcijų reikšmes: 


5 3 л š 4 л 
496. sina= +, 0<0< =. 497. cos a= — Жэ у <а<л. 
12 3x 9 эл 
498. tg e= л<0< 2" 499. cig а= E LEE «a« 2m. 
500. sin а= —0,8, x<a< 2 А 501. ctg a= —7, e <а<9л. 
502. sin a=- 2,8" <а<3л 508. Ша--2 02067, 


504. Raskite sina, cos a іг ctga, žinodami, kad tg a-3 ir а ne- 
priklauso I ketvirčiui. 
505. Žinodami, kad |cos4|=a, raskite sin 4, tg 4 ir сіс 4. 


34. Lyginės ir nelyginės funkcijos 


1 apibrėžimas. Funkcija f vadinama lygine, kai kartu 
su kiekviena kintamojo x reikšme iš funkcijos f apibrėžimo srities 
reikšmė (—x) irgi priklauso tos funkcijos apibrėžimo sričiai ir, 
be to, yra teisinga lygybė 


fC-x)- fo). 


Pavyzdžiui, funkcija f(x) =x2 ir apskritai Р(х) =х2%, kai k — 
bet kuris natūrinis skaičius, yra lyginė. Iš tikrųjų, ši funkcija 
apibrėžta aibėje R, todėl jos apibrėžimo sričiai kartu su bet ku- 
riuo x priklauso ir skaičius —x. Be to, 


f(-3) = (23) |0). 


2 apibrėžimas. Funkcija f vadinama пеи сіле, kai kartu 
su kiekviena kintamojo x reikšme iš apibrėžimo srities reikšmė 
(—x) irgi priklauso šios funkcijos apibrėžimo sričiai ir, be to, yra 
teisinga lygybė 

Ї(—х) = —[(х). 
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Pavyzdžiui, funkcija x ir apskritai 
funkcija f(x) =x2**!, Каі А — bet kuris 
natūrinis skaičius, yra nelyginė. Iš tie- 
sų, šios funkcijos apibrėžimo sritis — 
aibė R, o 

х) = (x) = — xn = — | (x). 


Bet kurios lyginės funkcijos gralikas 
simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu, 
o bet kurios nelyginės funkcijos grafi- 
kas simetriškas koordinačių pradžios 76 pav. 
atžvilgiu (žr. 512 pratimą). 

Teorema. Kosinusas yra lyginė funkcija, o sinusas, tangen- 
tas ir kotangentas — nelyginės funkcijos. 

Įrodymas. Kadangi taškai Р, ir P-a simetriški abscisių 
ašies atžvilgiu, koks bebūtų a (76 pav.), tai iš čia išplaukia, kad 
tų taškų abscisės sutampa, o ordinatės yra priešingos. Todėl, 
remiantis sinuso ir kosinuso apibrėžimu, su bet kuriuo а yra tei- 
singos lygybės: 


cos а=с05(— а) ir sin(—a) = —sin о. 


Tangentui ir kotangentui turime: 
_„у_ 5їп(—@) „=sina _ 
tg(—a) = cos(Ca) cosa - 


E 0. cos а 
сів ( а) = sin(—a)  —sina 


—ig a; 
= —ctg a. 

Norint užbaigti įrodymą, belieka pažymėti, kad kartu su bet 
kuriuo x kiekvienos iš nagrinėjamų funkcijų apibrėžimo sričiai 
priklauso ir (—x) (patikrinkite tai). 

Pratimai 

Įrodykite, kad šios funkcijos yra lyginės: 
506. a) x?--x*; b) E +2; c) Үх2-1, d) |53]. 
507. a) sinx?; b) sin|al; c) cos2x; d) la|--cos a; 


шэнэ, sin d cos а sina—íca 
2 Ж. лк А ELA maii Аз 
e) хос х f) x g) tg a+ctg a’ ) sina4a ^" 


Įrodykite, kad šios funkcijos yra nelyginës: 
508. a) y?--y; b) Е с) УГУ, d) $95: 
509. a) sin х; b) sin(—o); c) tg5x; d) x5+ctg x; 


1—2 cos 2x (tc о +сір a)? 
3 Syd. тэ кгз, тасагт 
e) tg? x+ctg x’; f) x? ) sin a:cos à 
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Kurios iš šių funkcijų yra lyginės, kurios nelyginės ir kurios 
nėra nei lyginės, nei nelyginės? 

510. a) sinz+ctg z; b) Įsinz|; c) z*-Ftg?z--1; d) 22--1622--1. 

y+siny, a s 

5) ае "T c) sin y cos y tgyctg y—1.- 

512. a) Įrodykite, kad nelyginės funkcijos grafikas simetriškas 
koordinačių pradžios atžvilgiu. 
b) Įrodykite, kad lyginės funkcijos grafikas simetriškas ordi- 
načių ašies atžvilgiu. 


511. a) cos y—tg y; 


35. Trigonometrinių funkcijų periodiškumas 


Apibrėžimas. Funkcija f vadinama periodine, kai egzis- 
tuoja toks skaičius T==0, kad kartu su bet kuriuo funkcijos f api- 
brėžimo srities skaičiumi x skaičiai (х-1) ir (х-1) taip pat 
priklauso tai sričiai ir yra teisinga lygybė 


f(x) -f(x4- T). (1) 


Šiuo atveju skaičius T vadinamas funkcijos f periodu. 

Jei skaičius T yra funkcijos f periodas, tai skaičius nT, kai 
n — bet kuris sveikasis skaičius, nelygus nuliui, irgi yra tos funk- 
cijos periodas. Tai tiesiogiai išplaukia iš bendresnės periodinių 
funkcijų savybės: jei skaičiai T; ir T, — funkcijos Í periodai, tai 
funkcijos f periodas bus ir skaičius T+ Ts. 

Iš tiesų, sakykime xeD(f). Kadangi T; yra f periodas, tai 
skaičiai x--T; ir x—T, priklauso f apibrėžimo sričiai. Tačiau f 
periodas yra їг Tə todėl skaičiai (x4+7,) -- To— x - (Ti-- T5). ir 
(х— Т) — Ta2x— (T,+75) irgi priklauso D(f). Vėl remdamiesi 
tuo, kad T, ir T; yra f periodai, gauname: 


ЇНх--(Т,--Т:))-41((х--1,)--1:5)-41(х--11)-41(х). 


Taigi pagal apibrėžimą T,+ T; — funkcijos f periodas. 

Teorema. Sinusas, kosinusas, tangentas ir kotangentas yra 
| periodinės funkcijos. 

Įrodymas. Jeigu skaičius a priklauso kurios nors trigono- 
metrinės funkcijos apibrėžimo sričiai, tai nesunku įsitikinti, kad 
skaičiai а--2л, a—2n irgi priklauso jos apibrėžimo sričiai. Ka- 
dangi taškai Pa, Рол ir Ра-ол sutampa, tai 

ѕіп(а + 2л) —sin a, cos (a +2x) = cos a, 
tg(a+2x)=tg a, ctg(a--2n) —ctg a. 


Taigi skaičius 2л yra šių funkcijų periodas. 
Ypač svarbu žinoti funkcijos mažiausią teigiamą perioda *. 
Jei T, — funkcijos f mažiausias teigiamas periodas, — visi tos funk- 


* Paprastai, kalbant apie funkcijos periodą, turimas galvoje mažiausias tei- 
giamas periodas (žinoma, kai jis egzistuoja). 
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“ rtodas yra lygus 2m. 


cijos periodai yra skaičiaus To kartotiniai, t. y. jei T — bet kuris 
periodas, tai | 
T=nTs; 


čia n — nelygus nuliui sveikasis skaičius. 

V Tai galima įrodyti prieštaros metodu. 

Sakykime, kad egzistuoja toks funkcijos f periodas Tı, kad 
1 


T : š ç — š Cun 
т, Nėra sveikasis skaičius. Tuomet T, galime parašyti šitaip: 
9 


Т,=пТе-+ lo; 
Ча 0-41,« Ту, 
Kadangi T, ir T, yra funkcijos f periodai, tai su kiekvienu x 
iš funkcijos f apibrėžimo srities 
f(x) 2f (x T) = (x4+7T,—n79). 


Vadinasi, mažesnis už Те teigiamas skaičius Т—пТе yra funk- 
cijcs f periodas. Tai prieštarauja prielaidai, kad T; — mažiausias. 
teigiamas funkcijos f periodas. Vadinasi, padaryta prielaida yra 


neteisinga, todėl 7 — sveikasis skaičius. Y 
0 


Jau įrodėme: skaičius 2x yra sinuso ir kosinuso funkcijų pe- 
riodas. 

Įrodykime, kad jis yra tų funkcijų 
mažiausias teigiamas periodas. Iš tapa- 
tybės sin(a4+7) =sina, Каі a=0, gau- 
name: sin T=0. Tiktai dviejų vieneti- 
nio apskritimo (77 pav.) taškų -ordina- 
tès lygios 0: taškų Р, ir Р, Mažiausi 
teigiami skaičiai a, kurių P„= Ро arba 
Р,--Р, atitinkamai lygūs 2л ir л. Aiš- 
Ки, iš jų skaičius л negali būti perio- 
das, nes sin 5 -1, o sin (5 +a) = —1. 
Taigi sinuso mažiausias teigiamas pe- 


Mažiausias teigiamas kosinuso pe- 
riodas taip pat lygus 2л. 

Iš tiesų, laikydami tapatybės 
соѕ(а+Т) =с050, a=0, gauname: 
cos T=cos 0=1. Mažiausias teigiamas 
skaičius T, su kuriuo cos T=1, ly- 
gus 2л. 

Tangento ir kotangento funkcijų 
mažiausias teigiamas periodas yra skai- 
čius A. 

Iš tikrųjų, esant bet kuriai a reikš- 
mei, taškai а ir a+% simetriški koordi- 
načių pradžios atžvilgiu (78 pav.). To- 


8. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 113 


dėl tų taškų atitinkamos koordinatės yra priešingos: jeigu taš- 
Ко Pa koordinatės x ir y, tai taško P... koordinatės bus (—x) ir 
(—y). Vadinasi, 


COS a= X, Sin 0= 0, cos(až 2) = —x, sin(azc-a) = — 9, 
todél 


tg а= £ „ctga=Ž, tg(axn) = 


x 
3 ctg (ax) = y* 
Jeigu T — teigiamas tangento periodas, tai tg T—tg(0-- T) — 
—ig 020. Kadangi intervale ]0; л[ tangentas nevirsta nuliu, tai 
T>x, t.y. я уга mažiausias teigiamas tangento periodas. 


Pratimai 


513. Ar gall periodinė funkcija didėti visoje skaičių tiesėje? 
Remdamiesi trigonometrinių funkcijų periodiškumu bei lygi- 
numu ar nelyginumu, nurodytąsias funkcijų reikšmes para- 
šykite taip, kad argumentas būtų išreikštas kaip galima ma- 
žesniu teigiamu laipsnių arba radianų skaičiumi: 
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514. sin 415*. 515. cos -—. 516. tg 3333“. 
517. ё(-125), — 518. соз(—1979°). 519. sin (— 595). 
520. ctg(— 1797). 521. tg 225, 522. cos 20", 


523. Nustatykite, kurios iš toliau pateiktų funkcijų yra periodinės 
ir raskite jų mažiausius teigiamus periodus: 


a) sin 2х; b) cos: c) tg 2x; d) cos 2x+sin 2x; e) sin x— x. 


524. Nurodykite šių periodinių funkcijų mažiausią teigiamą pe- 
riodą: 

a) sin x+cos x; b) ѕіп 5; с) соз (х- | ; d) tg(2x— 1). 

525. Ar yra periodinė funkcija: a) f(x) = (x); b) f(x) 2? 

926. [rodykite, kad lygiagretus postümis ašies Ox kryptimi | de- 
šinę ar į kairę atstumu nT (n — bet kuris natūrinis skaičius) 
atvaizduoja periodinės funkcijos, kurios periodas T, grafiką 
і ji pati. 


114 
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$ 9. SUDÉTIES FORMULES IR JU ISVADOS 


36. Sumos ir skirtumo kosinusas ir 58111548 


Šiame skyrelyje išvesime formules, pagal kurias со8(0:5) ir 
sin(a=p) galima išreikšti skaičių a ir B kosinusais bei sinusais. 
Pažymėkime vienetinio apskritimo taškus Pa, Р.в, Pag ir Р, 
(79 pav.). Remdamiesi sinuso ir kosinuso 
apibrėžimais, lengvai randame tų taškų 
koordinates: 

Pa=M (cos a; sin a); 
Р_в= М (cos ñ; — sin В); (1) 
Ре+в= М (соѕ (а-+ В); sin(c-- В)); 


0774 , . 
Раргё те, kad . 
|PoPs.g| = | Р«Р-8| (2) 


(nes taškai Р, ir Р, уга taškų Р_в ir Pa 79 pav. 
vaizdai, atlikus posūkį kampu В apie cent- 
O 


Taškų Р, ir Pa, P. g іг Pasą koordinatės žinomos (žr. (1)). Iš- 
reiškę atstumus |P4Pa46| ir |Р„Р_в| tų taškų koordinatėmis pagal 
atstumo tarp dviejų taškų (4 skyrelis) formulę, iš (2) lygybės. 
gauname: 

V (cos(a+ В) —1)2+sin2(a-+ B) = 
= V (cos a—cosf)?4- (sin a+ sin В). 

Pakelkime abi šios lygybës puses kvadratu ir, remdamiesi ta- 
patybe cos?f--sin?fí—], jas pertvarkykime: 

cos?(a-- B) —2 cos(a +) +1+sinž(a + В) = 

= cos2 а — 2 cos a cos fid- cos? B 4- sin? a+2 sin a sin B +sin? p, 

(cos? (a-- B) + sin?(a-- Ë)) --1 —2 cos(a4- B) = 

со = (cos? a+ sin? a) + (cos? B-- sin? В) —2 cos a cos B 4-2 sin а sin В, 

2—2cos(a-- p) = 2—2 cosa cos В 4-2 sin a sin В. 

Taigi gavome sumos kosinuso formulę: 

соѕ(а + В) = cos a cos B— sin a sin В. (3) 

Kadangi cos(— В) =соѕ ñ ir ѕіп(— В) = —sin B, tai iš šios for- 
mulės išplaukia: 

cos(a— В) =соѕ (a+ (—B)) =соѕ a cos(— В) —sin a sin(— В) = 

=cos а cos B+sin a sin p. © 

Taigi skirtumo kosinuso formulė yra šitokia: 

cos(c— В) = cos a cos B+ sin a sin В. (4) 
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l pavyzdys. Remdamiesi (4) formule, išveskime dar iš 
VIII klasës Zinomas formules: 
sin Фф — cos (š -9). cos g=sin (7- -9)- (9) 
I3 tikruju, 
л л ME a ЭС ë 
cos (z -9) = с05 -z COS g+sin— sin g=0-cosg+1:sinp=sin Ф, 
cos q—cos (2-($ —9 ) =cos 5 cos (5 -Фф )+ 
+sin = z sin (2-)- 0-со5(5 = Ф)+1. sin (5 —9 |-вш(5 =) : 
Dabar išveskime sumos ir skirtumo sinuso formules. Iš (4) ir 
(5) formulės gauname: 
sin (a+ B) =cos (5 - (a--B)) --008 ЇЕ —ą )- В )= 


=с05 (5 —a ) cos В+ sin (z -а) sin f —sin a cos f + cos а sin В. 


Taigi sumos sinuso formulé tokia: 
sin(a4-f) —sin a cos В 4-cos a sin В. (6) 

Pakeite (6) formulėje B į —, gauname skirtumo sinuso for- 

mule: 
sin(a—) —sin a cos B—cos a sin p. (7) 

Pavyzdys. Apskaičiuokime sin 75? ir cos 75°. 

Aišku, kad 75?—45?--30*. Kadangi 30° ir 45? kampo sinusai 
ir kosinusai Zinomi, tai, remdamiesi sumos sinuso ir kosinuso for- 
mulémis, gauname: 

sin 75° = sin (30? 4- 45?) =sin 30? cos 45? 4- cos 30? sin 45°= 

l EX PF S KEYS 
72 2 2 Ог = 4 | 
cos 75? — cos (30? -- 45?) — cos 30? cos 45° — sin 30? sin 457-- 
ys yz i УЗ мау 


„Pratimai 


527. Įrodykite lygybes: 


a) cos (2 -x) = —sin x; b) sin (27 -x) = —cos X; 
c) cos (5 +x) = —sin x; d) sin(x4-x)- —sin x; 


e) cos (2 +x) =sin x. 


116 


528. 
529. 


530. 


531. 


532. 


Apskaičiuokite: a) sin 105°; b) cos 105°; c) sin 15°; 
d) cos 15°. 

Apskaičiuokite: 

a) cos 25? sin 65? -- sin 25? cos 65°; 

b) cos 79? cos 41? —sin 79? sin 41°. 


T 
| а) созт cos = в tsin sin 5 ; b) cos S sin z —sinZ cos 51 : 
c) sin; s cos = +cos & sin 3 ; d) sin = cos = —cos + sin a š 
Apskaičiuokite cos(a--B), kai sin a= Е, cos B= — £ ir 
5 <а<л, 9 <B<x. 
Apskaičiuokite cos(a--B), kai sin a—sin B= Е i 


О<а< ir 5 <В<л. 


5 


. Apskaičiuokite cos (5 -а) , kai cos a— 2 ir а <а< 2л. 


3 


. Apskaičiuokite sin(30?--a), kai sin a= + ir 0°<a<90°. 


535. Apskaičiuokite sin (5 +a ) , kai tg a=2 ir л<а< 7 

536. Apskaičiuokite sin(a--B),kai cos a= 5 sin = — 4 ir а уга 
I ketvirtyje, o В — III ketvirtyje. : 

537. Apskaičiuokite cos(a+ B), kai cos a=- 2, sin 8-0 а уга 


III ketvirtyje, o В — II ketvirtyje. 


538. Apskaičiuokite ѕіп(а-+-В), kai cos a=cos B=-4 ‚ а уга 
П ketvirtyje, о В — III ketvirtyje. 
939. Apskaičiuokite sin(a— В), kai sin а= —7, cos B= – а— 
IV ketvirčio kampas, o f — III ketvirčio kampas. 
540. Apskaičiuokite cos =: ir sin Uu А 
Suprastinkite reiškinius: 
541. sin а cos 3a— cos a sin 3a. 542. cos 4a cos a d- sin 4a sin a. 
„An T л 21 
Баз, Sin 35° cos 20°— cos 35° sin 20° pap Ro +005 7 d siny 
* cos 46? cos 29°— sin 46° sin 29? 7 j a ol. Qm 
cos 7 cos 14 +sin = sin 14 
545. cos [a+ 4) +cos [a — a - 546. cos [a+ 3) —cos [a— 3) š 
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547. cos(a-- B) 4-со8(0:-). 548. cos(a-- B) —cos(a— В). 


mag Cosa cos В —соѕ(0+ B) sin(a-- D) --sin(a— В) 
949. cos (a—B) —sina sin ñ ` 550. cos (a- B) +cos(4—P) ` 


Įrodykite tapatybes: 


cos c+sin a o 
552. a) sin(a—B)sin(a-- B) = cos? B—cos? a; 
b) cos(a4-B)cos(a— В) =cos? В —sin? a; 


553. cos(a+ B)cos (a— В) + sin (a-- B)sin (a— B) = cos 2. 
554. a) зїп (а+ p) =tga+tg B; b) cos (a. +B) 


cos а cos В sin a sin f 


=ctg a ctg B— I. 


37. Sumos tangentas 


Sumos tangento formule išvedama, remiantis ankstesniame 
skyrelyje jrodytosiomis sumos kosinuso ir sinuso formulėmis. Tu- 
rime: 

ів (а+ В) = ѕіп(0-- В)  sinacos В--соѕ a sin В ay 


cos(a+ß) cosacos f. —sinasin p ` 


Gautosios trupmenos skaitiklį їг vardiklį padalykime iš 
cos @ cos В: 
sinacosB , cosasinp 
cos а соѕ B ' cosacos _ tga+tg В 
cosacos?  sinasinB 1-1 аш Ё" 
cosacosB cos a cos В 


tg(a+ß)= 


Taigi išvedėme sumos tangento formule: 


t t 
tg(a--B) = т шүгүр. (2) 


Iraše į (2) formule vietoj B skaičių (— В), gauname skirtumo 
„tangento formulę: 


tga-tgP " 
tg(a- B) = TELLE. | 6) 


Pastaba. Išvesdami sumos tangento formule, taréme, kad 
reikšmės tg a, tg B ir ig(a-- B) apibrėžtos, t. y. cos 0550, cos B 7&0, 
с08(0--0) 5-0. Vadinasi, (2) formule galima taikyti, kai a, В ir 
a+ß nėra skaičiai $n čia keZ. (3) formulė taikoma tik tada, 


kai kampai a, B ir a— nėra skaičiai 5 +лт (meZ). 
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Pratimai 
555. Apskaičiuokite tg 75?, tg 15“. 


556. Apskaičiuokite tg e +a), kai sin a= 5 ir 5 <а<л. 
557. Apskaičiuokite tg (45° — а), kai tg а= 7. 
558. Apskaičiuokite tg(x--y) іг tg(x—y), kai tg х= 1, 2 ir tg y= 
=0,7. 
559. Apskaičiuokite: 
= 2л 
a) 4822-41823. b) tg T5 11815 
1—tg 22° tg 23°, л 4л 
1—tg 15 tg 15 


560. jrodykite tapatybes: 
8) tg (F +a)= 1585; b) tg a--tg (45^ — a) =]. 


1-180” 1—tg a tg(45?— a) 


88. Dvigubo argumento trigonometrinés funkcijos 


iš sumos kosinuso bei sinuso formulių: 


cos (а + B) = соѕ а cos f —sin a sin В 
ir 
sin(a--f) =sin a cos --с08 a sin В 


tarę, kad a—p, gauname dvigubo argumento formules: 


cos 2a= cos? а — sin? a, | (1) 
sin 2@=2 sin а cos a. | (2) 


(1) formulės dešiniąją pusę išreiškę sinusu (kosinusu), gau- 
sime formules: 

cos 20-42 cos? а — І, (3) 

cos 20-41--2 sin? а. (4) 


Pemiantis šiomis formulėmis, galima apskaičiuoti ѕіп?а ir 
cos? a, kai žinomas cos 2a: 


š —cos 2 

sin? a = 1—03 22 ^ 2, (5) 
1 А 

cos? а= mm а. (6) 


Laikydami sumos tangento formuléje а= В, gauname: 


tg 2a= -ES (7) 


Pastaroji formulė turi prasmę, kai yra apibrėžtos reikšmės tg a 
ir tg 2a, t. y. kai a Ẹ +% k, keZ ir a 5 +лт, meZ. 
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Pratimai 


561. Apskaičiuokite sin2a, cos 2а, tg2a, kai ѕіп а=0,6 ir 0< 


<а< 5 Я 

562. Apskaičiuokite sin 2a, cos 2a, tg 2a, kai cos а= -i ir sina 
0. 

563. Jeigu 0<a< = tai teisinga nelygybė sin 20<2 sin a. [rody- 
kite. 


564. Įrodykite: ` 


a) sin 15° соѕ 15°= 1; b) 1—4 sin? a cos? а= cos? 2a. 


4 
Suprastinkite reiškinius: 
565. Dis ç 566. 1 —2 sin?a4-cos 2a. 
567. cos 4a +2 sin? 2a. 568. (cos? a--2sin a cos a— sin? a)?. 


39. Pusés argumento trigonometrinés funkcijos 


Pakeite 38 skyrelio (5) ir (6) formuléje a j 29 gausime: 


1—cos а а  l-4cosa 
б 


ү? = 8.2. 
ѕіп? 5 , соз?- 


galima išreikšti cos a: 


y use 
- ——. 


y у? А а Е а 
15 Ча ЕЧ іг | соз 4 
apy LBS. 
9 ? 


Dažnai šios formulės rašomos šitaip: 


cos E 
2 


|sin 5 
2 


+ 4 l — cos а 

эп =+ V “ний. (1) 
а. 1--с08 а € 

esL = + V = (2) 


Panariui padaliję (1) lygybę iš (2) lygybės, gausime ig 


formule: 
a V l—cosa 
tg хийн l+cos a * (3) 


(1)— (3) formulėje pliuso arba minuso ženklą parenkame, atsi- 


žvelgę į sins, cos 5, ir tg r: Zenklus. Tai padaryti labai lengva, 
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Zimant ketvirtj, kuriam priklauso kampas -- (Zr. toliau pateiktus 


2 
pavyzdžius). 
Padauginę lygybės 
a 
a sin % 
tey = — (4) 
cos > 


we o . . e. 4 + . . гу a 
dešiniosios pusės skaitiklį ir vardiklį iš 2 cos —, gauname: 
2 > 


sina 


ээ "im Q2. .1+соза', 
cos 9 2 cos 7 
t. y. 
a sina 
tg ын 1+соѕа ° (5) 


Analogiškai (padauginus (4) lygybės dešiniosios pusės skai- 
tiklį ir vardiklį iš 2 sin 5), galima gauti formule 


а 1-с054 : (6) 


(3) formulė patogesnė už (5) ir (6) formule, nes į pastarųjų 
dešiniąją pusę įeina ir sin a, ir cos a, o į (3) dešiniąją puse — tik 
cos a. Kita vertus, (5) ir (6) formulėje nėra radikalo ir = ženklų, 
todėl jos kartais pranašesnės už (3) formule. 


l pavyzdys. Be lentelių apskaičiuokime sin 15°: 


sin 157-- ЕЕ 30" y 


2 pavyzdys. Be lentelių apskaičiuokime tg 112°30 reikšmę: 


EN 


ssp s- Ya. 


oon 1—с05 225° _ _ l+cos 45° — 

tg 112°30 = yum 2959 ` 1—cos45? ` 
2+ V 2 / 342V3. 3, 
S E “==  82:03/9-3-21-41/79: 
V £v Kareya de 


3 pavyzdys. Raskime sin — 2 cos zir tg 5» kai cos а= 0,8 
ir 0<а<-+. 


121 


yra I ketvirčio kampas, todėl sin = >0, cos + >0 ir tg +> 
>0. Vadinasi, 


хо / 1-05. V 9.170,16, 


cos > = T 0, Rss V 0,120,949, 
a /1-08 1/1 1|. 
t£ z-V то V 7-5 70833 
Praiimai 
569. Kaskite sin 5, cos y ir tg Зэ kai cos а= — 12 іг п<0< 37, 


m А а а 
570. Raskite sin PESE 


ir tg $, kai cos a= $ ir 2 <а<2л. 
Irodykite tapatybes: 
571. 1 sin x —2 cos? (2-5) . 572. 1—sin х= 2 sin? (2-5) š 


Suprastinkite reiškinius: 


Ë 1--сов а Жж. сын cos a 2 sin? 

578. S 1р? 7 —cos? a. 574. y Estes z Sint a 
1—ѕіпа 2|л _ m а 

575. uma cte (a7 3)- 576. 1+tg (2—3). 


40. Kosinusų (sinusų) sumos ir skirtumo formulės 


Parašykime 36 skyrelyje išvestas formules: 


sin (x+y) —sin x cos y 4- cos x sin y, (1) 
sin(x— y) —sin x cos y —cos x sin y, (2) 
cos (x+y) =cos x cos y —sin x sin y, (3) 
COS (x — y) —cos x cos y +sin x sin y. (4) 


Panariui sudéje (1) ir (2) lygybę, gauname: 


sin (x+y) sin (x — y) —2 sin x cos y. (5) 
Pažymėkime | 
х+у=а, x—g=BD. (6) 
Tuomet | 
2448 ,..98-8 
x= 9 , y D] s (7) 


Įrašę (6) ir (7) formulės reikšmes j (5) nelygybę, gauname 
sinusų sumos formule 
sin a-- sin f = 2 sin 258 cos TI 5 (8) 
Iš (1) lygybės panariui atėmę (2), gausime lygybę: 
| sin (x4-y) —sin(x— y) —2 cos x sin y, 
kurią, remiantis (6) ir (7) formule, galime parašyti šitaip: 


sin a— sin В —2 cos 858 sin e. (9) 


Analogiškai iš (3) ir (4) lygybės išplaukia: 


cos a+cos В =2 cos “27 cos ав, (10) 
cos a—cos B= —2 sin Ё sin zb. (11) 


Kadangi sinusas — nelyginė funkcija, tai (11) formule galima 
parašyti šitaip: 


cos a—cos B =2 sin 558 sin BI. (11a) 


Pratimai 


577. Įrodykite (10) ir (11) formulę. 
Be lentelių apskaičiuokite: ` 


578. cos 105?-- cos 75°. 579. cos pen 75°. 
580. sin 15 —sin 3 4 581. cos 18 T +cos Ла 4 


Pakeiskite: sandauga reiškinį: 


582. sin 507 +sin 70°. 583. sin = —sin = S. 
584. sin x+cos y. 585. cos x—sin y. 
586. a) 1+sin a— cos a; b) I--sin a4-cos a. 
587. V 2--2 sin a. 588. 2 cos a— V 3. 


Suprastinkite reiškinius: 
589. a) cos (5 +a) +cos (3 —a): b) cos E +o) —cos (8-4) 4 


sin 50° — sin 10° 


590. sin 20? 


591. sin? (a— i) —cos? (a+ 2) , 
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Irodykite tapatybes: 


sin «-- sin За 
cos а +соѕ За 
sin a+ 2 sin 2a -- sin За 
cos а +2 cos 20 + cos 34 


2 cos (a.4- B) -- cos(a — В) 
tg 2a. 593. 5їп (@-+ B) - sin(a— В) 
tg(a-- B) —tg a—tg B 

id tg a tg (a-- p) 


592. =ctg a. 


594. —tg 2a. stg В. 


41. Redukcijos formulés 


Jau žinome, kad skaičius 2x yra funkcijų sin ir cos periodas. 
Kadangi bet kurį skaičių x galima išreikšti lygybe х=2лп+и 
(čia 0<и<2л, neZ), tai sin x ir cos x reikšmes galėsime apskai- 
čiuoti, žinodami funkcijų sin ir cos reikšmes su argumentu u, pri- 
klausanéiu intervalui 0xzu«2z. Praktiniuose skaičiavimuose pa- 
starosios reikšmės yra išreiškiamos sinuso ir kosinuso reikšmėmis 


su a, priklausančiu atkarpai |o: 5}, t.y. kai 0" Sa< 90". (АН 


kreipsime dėmesį, kad trigonometrinių funkcijų lentelės yra su- 
darytos kaip tik tokiam intervalui.) 
Parodysime, kaip tai daroma. Bet kurį kampą u, tenkinantį 


sąlygą = <u=<2x, galime išreikšti arba suma 5 +a, arba ла, 


3л 
2 

л, 4 р : TES Я T А 
pat kampo > — а) sinuso іг kosinuso reikšmes galima apskaičiuoti 


агра — +a, kai а — pirmojo ketvirčio kampas. Tokių kampų (taip 


pagal formules: 


sin (5 +a) —cos a, COS (5 +a) = —sin a. (1) 
Sin(zx4-a) = —sin a, cos(zx4-a) = —cos a, “(2) 
sin (2 +a) = —cos a, COS (2 +a) =sin a, (3) 
sin (Z -а) - 08 G, COS (5 —a) =sin o, (4) 
sin(zx—a)-sina, cos(zx—a) = —cos a, (5) 
sin (5 —a) = —cos а, cos (F —a) =-sina, (6) 


Sios formulės vadinamos sinuso ir kosinuso redukcijos formu- 
lėmis. Jos teisingos su kiekvienu realiuoju a; bet kurią iš jų gali- 
ma įrodyti, taikant sudėties teoremas. Pavyzdžiui, (1) formulė 
įrodoma šitaip: 


. л „ Л л. R 
sin e +a)=sin cos g--cos—sin а= 1 : cos c+0-sina=cos a, 


2 2 
л п. < ле š š 
cos (5 +a) = C087, COS а—5ш зш a=0-cosa—1-sina= —sin a. 
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Analogiški samprotavimai praverčia, skaičiuojant tangento ir 
kotangento reikšmes. Iš tikrųjų, funkcijų tg ir ctg periodas ly- 
gus л. Kadangi kiekvienas skaičius x išreiškiamas 

х=лһ+и (0<и<л, neZ), 


tai tg іг ctg reikšmes, atitinkančias bet kurį x, galėsime apskai- 
čiuoti, žinodami tų funkcijų reikšmes, kai argumentas и priklauso: 
intervalui 0<и<л. Norint pakeisti и argumentu а iš intervalo 


[0; 3] „ pakanka pritaikyti tangento ir kotang'ento redukcijos. 


formules: 
sin (5 +a) cosa 
te(5 +a) = —— =S = —ctg a, (7) 
cos (5 +a) 
л Sos (s +a) —sina 
etg (5 +а)= - — гэн ЛЬ (8) 
sin (5 +a) 


Redukcijos formulėms įsiminti galima taikyti tokias mnemo- 
nikos taisykles. 

Prieš redukuotą funkciją rašomas toks pat ženklas, kaip ir re-- 
dukuojamosios funkcijos, kai a priklauso pirmam ketvirčiui. 

Jei redukcijos formulėje argumentas pridedamas prie nelyginį. 


skaičių kartų paimto skaičiaus 5 arba atimamas 18 jo, tai funk- 


"m .үс . m . exe л А аа 
cija pakeičiama | ,kofunkcija" *. Jei skaičius s Imamas lyginį 
skaičių kartų, tai funkcijos į ,kofunkcija" nekeičiame. 

| pavyzdys. Pakeiskime sin 2281? smailiojo kampo trigo- 
nometrine funkcija. 


sin 2281*=sin (360? - 64-121? )=sin 121*=sin (907 4-31?) = 
— cos 31°. 


2 pavyzdys. Pakeiskime tg 26,9: smailiojo kampo trigo- 
nometrine funkcija. 


tg 26,9л=1в (27л— p) =te (715) ^ i£ ту. 


Pratimai 


Taikydami redukcijos formules, šias reikšmes pakeiskite 
smailiojo kampo trigonometrinių funkcijų reikšmėmis: 


596. cos 108°. 597. sin 115712". 598. tg 165“. 
599. ctg 171“. 600. sin 162“. 601. cos 179?42".. 


602. tg 104°. 603. ctg 168“. 


* Sinuso, kosinuso; tangento ir kotangento kofinkeijomis atitinkamai va- 
dinami kosinusas, sinusas, kotangentas ir iangentas. 
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604. 
507. 


610. 
618. 


630. tg(180*— а) =ctg (90?-- a). 

631. tg x+tg(1—x) +ctg {х *5)-tg(2n- 3). 
Suprastinkite: 

632. 2 tg y—tg(y—z) —ctg (y— 57). 

.99  Sin(—a) tg (90?^— a) cos g 

839. 811(1809-0) — ciza sin (90?-- a) ° 

634 tg (180^—a)cos(180* —a)tg (90*—a) 


. sin(45°+ a) —-cos(45?—a). 629. cos (457 +a) =sin (45°— a). 


` sin(90?-- a) ctg (90? -- +) tg (90? -- a) 


` ctg(180*— а) cos 50? sin 220? cos 360° ° 


. 10 ctg 135° sin 225? cos 315°. 
. 8 sin Ž cos 3 tg 240? ctg 210*. 


Pakeiskite I ketvirčio kampo trigonometrinės funkcijos reikš- 
me: 


: Зл 9л 5л 
sin =. 605. со$ 107 606. сїр ru 
: 2л Зл 17x 
sin. цан tg 4* 609. ctg 78 * 
Pakeiskite mažesnio už 45° teigiamo kampo trigonometrinės 
funkcijos reikšme: 
cos 89“, 611. tg 68“. 612. sin 487127. 
sin 71°. 614. ctg 47°. 615. cos 84749”, 


Pakeiskite mažiausio teigiamo argumento trigonometrinės 
funkcijos reikšme: 


616. sin 297, 617. cos 2 + x, 618. +0(— 300°). 

818: со (-2) 620. cos 2,1л. 621. sin 1600*. 

622. tg (-25) 623. sin(—3729*). 624. ctg(— 205). 

“025. ctg (-18 5). 626. cos 1825*. 627. tg 36722, | 


Įrodykite tapatybes: 


tg (270° — о) ѕіп 130° cos 320° sin 270° 


Apskaičiuokite: 


5 


— 


$ 10. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJŲ IŠVESTINĖS 


42. Sinuso išvestinë 


Šiame paragrafe išvesime trigonometrinių funkcijų išvestinių 
formules. Pirmiausia įrodysime, kad 


sin” x=cos x *. (1) 


(1) formulės įrodymas remiasi dviem prielaidomis, kurių tei- 
singumu įsitikinsite 44 ir 45 skyrelyje: 

a) kosinusas yra tolydžioji funkcija su visomis argumento 
reikšmėmis, t. y. 

; lim cos(x+ Ax) = cos x; 
Ах--0 


b) lim sinz р. 


SPAM lim 225 
х-»0 
niais samprotavimais. Laikydami х teigiamu, vienetiniame ар- 
skritime (80 pav.) nuo taško Р, į abi puses atidékime x ilgio lan- 
kus БА ir В. Lanko AB ilgis lygus 2x. Apskaičiuokime sty- 
gos AB ilgi: 
|AB!=|AC|+|CB|=2sin x. 
Todél stygos AB ir lanko AB ilgiu santykis lygus 
2sinx. sinx 
2x x 

Iš paveikslo matyti, kad su mažomis x reikšmėmis stygos ilgis 
apytiksliai lygus lanko ilgiui, t. y. santykis SII beveik lygus vie- 
netui. 

Kadangi 


sin(—x) _ sin x 
— X | k 
tai ir su neigiamomis nedidelio modulio reikšmėmis santykis мах 
taip pat beveik lygus vienetui. 
Dabar išveskime (1) formulę. Pagal išves- 
tinės apibrėžimą reikės surasti ribą 


kai Asinx=sin(x4-Ax) —sinx. Pagal formule 


sin a—sin p—2 cos —— m sin = (žr. 40 skyrelį) 


80 pav. 


* (1) lygybę galima rašyti ir taip: (sin x)/=cos x. 
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apskaičiuojame 


Asin x=sin(x4 Ax) —sin x=2 cos (x+ ах) зіп A. 


Remdamiesi anksčiau minėtomis prielaidomis ir ribų я 
тіѕ, сацпате: 


АЕС. 
Asin х Ее cos |(Х- 9 sin 9 2 


= cos x : 1—cos x. 


. sin 
—]im cos (x x+ 52). lim 
Ахэ0 Ах>0 E 


Pavyzd y s. Pagal sudėtinės funkcijos diferencijavimo tai- 
syklę 
(sin (ax 4- b) )' «a cos (ax 4- b). 


Pratimai 
Raskite funkcijų išvestines: 
638. sin 3x. 639. 5 sin 2x. 640. sin (4 x+n). 


641. sin (2. —x). 642. 3 sin?(2x—1). 


643. sin 2t cos t—sin t cos 2t. 644. sin(—x) +sin x. 
645. sin 2x—2 sin x cos x 4- 5. 646. sin(2x—3,5) 4-sin 2x. 


647. 2x --3,6 sin? (xi — x). 648. cos 2u cos = —sin 2u sin 2 4 


649. Parodykite, kad funkcijos f(x) =2x—sin х išvestinė teigiama 
su visomis x reikšmėmis; taigi funkcija f didėja aibėje R. 

650. Su kokiomis x reikšmėmis funkcijos g(x) =x—sin x išvestinė 
lygi nuliui? Parodykite, kad ta funkcija didėja aibėje R. 
Nubraižykite jos grafiką. 

651. Ištirkite funkciją A(x) =x—2 sin x. 

652. Įrodykite, kad funkcija g(x)=sin(2x—5) —3x intervale 
| – оо; оо [ mažėja. 


43. Kosinuso, tangento ir kotangento išvestinė 


Šiame skyrelyje, remdamiesi sinuso išvestine (42 sk.), išvesime 
kosinuso, tangento ir kotangento diferencijavimo formules: 


соз” x= —sin x, (1) 
, Ї 

i х= зс,» (2) 

сір’ х= — "rm (3) 
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(kiekviena šių formulių yra teisinga atitinkamos funkcijos apibrė- 
žimo srities bet kuriame taške). 

Išvesdami (1) formulę, remsimės lygybe cos x=sin (5-3) ir 
sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisykle: 


cos! x= (sin (5 -x)) = — COS (5 -x)- —sin x. 


Išvesdami (2) ir (3) formule, taikysime dalmens išvestinės ir 
jau Zinomas sinuso bei kosinuso išvestiniu formules: 


io, x= Е) .,Sin'xcosx—cos'xsinx _ cos? x+sin?x 1 
8 cos X cos? x cos? x cos? x ” 
сіс’ х= E 2) . cos'xsinx—sin'xcosx  —sin?x—cos?x __ 1 
8 sin x sin? x sin? x sin? x ° 
Pratimai 


Raskite funkcijos išvestinę: 


653. 1,3 cos x. 654. 3 cos (2,3x— 10x). 

655. 21 — 0,5 cos (1—x). 656. 2x?—30 cos (5x +6). 

657. —2 cos (x— n) +2 sin 2x. 658. 5 1g(2x+3) -2tg —. 
2sin(6x+3) 

661. cos 2u sin u-- sin 2u cos u. 662. cos 2л cos 3t+ sin 3t sin 2x. 

663. 4 сіе (21 4-3). 664. 7 ctg (2x — 2x)... 


44. V Trigonometrinių funkcijų tolydumas 


42 skyrelyje rėmėmės prielaida, kad kosinusas yra tolydžioji 
funkcija. 

Įrodysime šią prielaidą ir teiginį, kad funkcijos sin, cos, tg, 
ctg yra tolydžios kiekviename jų apibrėžimo srities taške. Įrodi- 
nėdami remsimės tokia lema. 

Lema. Jei kintamojo x reikšmės tenkina sąlygą 


0<|х|< +, 


tai teisinga nelygybė 
Įsin x! < Ix| « |tg х]. (1) 
Pirmiausia išnagrinėkime atvejį, kai 0<х< >. Iš taško O 
nubrėžkime vienetinį apskritimą ir palyginkime tris plotus: Soap 


9, Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 129 


B (trikampio ОАР), Soas (trikampio 
OAB) ir SoAcp (išpjovos OACD) ` 
(81 pav.). Ле apskaiciuojami taip: 


Soap= 4 [OA] - |OD] sin x= 7 sin x, 
1 
$олв= у |OA| - |AB|= į tg x, 
Í 
Ѕодср= In х= 9 x. 


/ \ A Iš 81 paveikslo matome, kad 


Soap<Soacp<Soas, 
81 pav. arba. 
1 


š 1 1 
> sin x< x< > 18 x, 


l.y. 
sin x«x«tg x. (2) 


Kadangi sin x ir tg x yra teigiami, kai 0<х< 5 „tai (1) ne- 
lygybé teisinga, kai 0<x< 2 . 
Liko išnagrinëti atvejj, kai — = <х<0. Tokios x reikšmės ten- 
kina salyga 0«|х|с 2 , todėl iš (2) nelygybės gauname: 
sin |х| « |x| «tg Ix. | (3) 
Kadangi — |x| 2 |х|, sin(— ай нг ядан tg(—x) —-|tg x], tai iš 


(3) nelygybés išplaukia (1) nelygybé. 
Taigi (1) nelygybė teisinga, kai x==0, priklauso intervalui 
л л 


mi 
1 teorema. Kosinusas yra tolydi funkcija visoje skaičių 
tiesėje, t. y. su bet kuria x reikšme, хє Р, turime 


lim cos Х--С08 xo. 


Х--Хо 
Įrodymas. Įvertinkime |cos x— cos Хо|: 


Хо-Х 
N 


x 


[cos x— cos Хо| = |2 sin 


X|sin ==] <?| i 


. X x * X — x 
sin 2227 | =9 |sin E 


m= 


=|x— xol. 


Todėl, laikydami ô=e, kai е — bet kuris teigiamas skaičius, 
iš nelygybės |Х-Хо| «6 gauname: 


[cos x— cos xo| < |x — xo| <e. 
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Tai reiškia, kad 
lim cos x= cos Хо, 
t. y. kosinusas yra tolydi funkcija taške хо. 
Analogiškai įrodoma 2 teorema. 
2 teorema. Sinusas yra tolydi funkcija visoje skaičių tie- 
séje, 1. y. su bet kuria x reikšme, xycR, turime 
lim sin x — sin Хо. 
3 teorema. Tangentas ir kotangentas yra tolydžios funk- 
cijos visoje kiekvienos ju apibrėžimo srityje, t. y. 
lim tg x—tg xo, kai xoeD(tg), 


XXI 


lim ctg x=ctg хо, kai xoe&D(ctg). 


X— Xo 


Įrodymas. Jei xo > +kn, kEZ, tai cos xo>=0. Remda- 
miesi 1 їг 2 teorema, gauname: 


lim sin x I 
sin x x xXx sin X, 
lim tg х= іт 5 =— = — {р xo. 
255 , Cos X lim cos x COS Xo 
0 . 
X— xo 


Analogiškai jrodoma ir antroji 3 teoremos dalis. 


Pratimai 


665. Apskaičiuokite ribas: 


a) lim sin x; b) lim cos x; c) lim tg x; 
x0 x 

d) lim ctg x; e) lim sin x; Í) lim. cos x; 
x—— с=т " 1 

g) lim tg x; h) lim eig Х. 
abr n E 


666. |rodykite 2 ir 3 teoremą. 


45. V Stygos ir jos galus jungiančio lanko ilgių santykio riba 
82 paveiksle pavaizduotas funkcijos 
ALL sinx 
f(x) m X , 


apibrėžtos, kai x5&0, grafikas. Iš grafiko matyti, kad jos riba 
taške 0 lygi 1. Įrodykime tai. 
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82 рау. 


1 teorema. 


sin x 
lim 55 гийг (1) 
Įrodymas. Sakykime, 0<|x|< 2 . Tada teisinga nelygybė 


|sin x|<|x|<|tg x| (žr. 44 skyrelį). Visus šios nelygybės narius 
ipadalije iš |sin x|, gausime: 


i< 


х | 1 
= < —— E 
sin x [cos x| 


Zinodami, ka 


x sin x x: 
< < todėl ЭМГ” cos x. Iš čia gauname: 
sinx 
0«1— > <1—cos x—cos 0— cos x. 


Kadangi kosinusas yra tolydžioji funkcija, tai kiekvieną e»0 
atitinka toks 670, kad 


[0—x|« 6 => |соѕ 0—cos x| <e. 
Todėl, kai xz&0, tenkina nelygybę |х| «6, gauname: 
|1- sirj 1— 15 c cos 0—cos x= 

x x 
= |cos 0—cos x| « e. 

Tai reiškia, kad | 
lim 212 sin x -1 
x0 j 


Remiantis 1 teorema, galima apskaičiuoti kai kurias ribas. 
1 pavyzdys 


З x . 
lim — =lim —— = ——— = 1, 
x9 SIX хә) SinX qug Sinx 


2 pavyzdys 
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3 pavyzdys 


t sin x 1 
lim 42 = На — • - = 
х-0 | x0 X ces x 

Si jn x 
=]im — lim =]. 
х0 xp COS X 


Pastaba. Pateikioje analizėje si- 
nusas yra skaitinio argumento skaitinė 
funkcija, tačiau, jg apibrėžiant, buvo 
remtasi geometriniais samprotavimais 
(žr. apibrėžimą 31 skyrelyje). Geomet- 
rijoje sinusas laikomas kampo didumo 
skaitine funkcija. Kampo didumą gali- . 83 pav. 
ma matuoti įvairiais vienetais. Apibrė- 
žiant sinusą kaip skaitinio argumento funkciją, pagrindu laiko- 
mas kampo radianinis matas: skaičiaus x sinusas lygus x radianų 
kampo sinusui. Tiksliai reikėtų rašyti taip: 

sin x=sing(x rad). (2) 


Kairėje lygybės -pusėje simbolis sin reiškia skaitinio argumento 
funkciją, o dešinėje simbolis sing — kampo didumo funkciją. Ma- 
tuodami kampus laipsniais, gautume: 


sin x=sin g (22 х) З 


(3) 


Jei pateiktoje analizėje vietoj (2) formule išreikštos funkcijos 
įvestume funkciją 


F(x) =sin (А) «sin, (5 х rad) =sin (15 Ej. 


tai vietoj paprastos formulės 
sin' (0) Alm“ L 


gautume nepatogią formulę 
i'(0) -lim ш z, 
x20 * 


2 teorema. Apskritimo stygos ir jos galus jungiančio lan- 
ko ilgių santykio riba, kai lanko ilgis artėja prie nulio, lygi 1 
(83 pav.). 

Įrodymas. Saky ime, kad r spindulio apskritimo stygos 
AB каны jungia x radianų lankas. Tada stygos АВ ilgis lygus 


2r sin +, o lanko АВ ilgis lygus xr. Pažymėję lanko ilgį raide I, 
шин 


х 
2r.sin 5 sin 
lim МВ] lint ———— = |і 
-0 эро xr x0 X 


42 skyrelyje, remdamiesi 1 teorema, gavome sinuso išvestinės 
formulę, iš kurios vėliau išvedėme kitų pagrindinių trigonometri- 


А "ES - ç T sin x š 7 
niu funkcijų išvestinių formules. Kartais funkcijos ax riba, kai 
х--0, vadinama „pirmąja svarbia riba“. 


Pratimai 


667. Raskite ribas: 


a) lim sin 8x : b) lim sno X, 
x0 2x xn nx 
r 
cos (5 — бх 
: : 2 
c) lim 25; d) lim ————— ; 
xa Sin 4x хэй 5x 
SQQ Sing _ ° : ig 3x 
e) lim sin2x ' f) lim sin 5x ` 


668. Įrodykite, kad funkcija f tolydi aibėje R: 


sin x 


|] kai х 0, 
ar ne 1, kai жей: 
b) f(x) = |х| sin x. 


$ 11. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJU TYRIMAS 


46. Sinuso savybés ir grafikas 


Ištirkime funkciją sin pagal 27 skyrelio schemą. Si funkcija 
apibrėžta visoje skaičių tiesėje. Kadangi ji periodinė ir jos perio- 
das 2л, tai pakanka ištirti sinusą bet kokioje 2x ilgio atkarpoje, 
pavyzdžiui, atkarpoje [—л; x]. 

Šios funkcijos išvestinė (sin“ х=соѕ x) apibrėžta visur ir virs- 
ta nuliu dviejuose atkarpos [—л; x] taškuose: -5 ir > Tie taš- 
kai yra kritiniai. Užpildome lentelę: 


e |=] 7$ |Ї 3| 8 | [с | * 
-в-51| -Ж 11-2: š | 1: = 
sin'x - | - | 0 | + | 0 - Ё 
sinx 0 | ч | -1 | л | 1 | ч | 0 
PT | min | | mes | | 
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84 рау. 


Remdamiesi tyrimo rezultatais, braiZome funkcijos y=sin х 
grafiką atkarpoje [—л; n| (84 pav.). 

Kadangi sinuso periodas lygus 2a, tai bet kuris postūmis at- 
stumu 21 ašies Ox kryptimi atvaizduoja jo gralika j jj pati. чү” 
 dinasi, funkcijos sin grafikas visoje apibrėžimo srityje R, 
intervalų [— 442242; л+2лп], nez, sąjungoje, gaunamas 54 pis 
veiksle pavaizduoto ран postümiu ašies Ox kryptimi aisiumu 
2nn, kai nezZ (85 pav.). 

Norint tiksliau nubrabbyü šios funkcijos grafika, reikia nubrėžti 
keletą jo liestinių. Raskime sinusoidės liestines taškuose, kurių 


abscisés x,=0, Хүү X3— m. Iš 23 skyrelio žinome, kad tiesės, 
liečiančios funkcijos | grafiką taške (xo; yo). lygtis yra 
U —Uo- f" (Xo) (X— хо) (уо= 1 (хо)). 
Nagrinėjamu žė f(x) =sin x. Raskime funkcijos f išvestinės 
reikšmes taškuose 0, > irm. 


Г (0) 2cos 021, p (2) —c05 5 —0 ir f(x) =cos л= — 1. 


Todėl 

1) taške, kurio abscisė x,=0, liestinės lygtis tokia: y—0= 
=1-(x-0), t. y. y=x. Taigi sinusoidės liestinę taške (0; 0) sudaro 
pirmojo ir trečiojo koordinačių тирэ pusiaukampinės (86 pav.); 


2) taške, kurio abscisė X >, liestinės lygtis tokia: 


y-1=0- х-- ) t. y. у=1; 
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3) analogiškai taške, kurio 
abscisė хз=л, liestinės lygtis 
tokia: 

#—0=(—1)-(х—л), 
t. y. y2n— X. 

Dabar išvardykime pagrindi- 
nes sinuso savybes. 

1. Sinuso apibrėžimo sritis — 
visa skaičių tiesė D(sin) = R. 


86 pav: 2. Sinuso reikšmiu sritis — 
atkarpa [—1; 1]: E(sin) = 
-1-1: 1]. 
3. Sinusas — nelyginė funkcija: sin(—x)- —sin x su visais 


xeR. 

4. Sinusas — periodinė funkcija, kurios mažiausias teigiamas 
periodas уга 2x:sin(x--2x) =sin x su visais xeR. 

5. sin x=0, kai x=xn; čia nez. 

6. sin x>0, kai x€]2nn; n--2nan[, nez. 

T. sin x«0,,kai х=]л-+2лп; 2n4-2nn[, nez. 

8. Sinusas — tolydi funkcija ir turi išvestinę kiekviename skai- 
čių tiesės taške: sin’ x—cos x. 

9. Sinusas didėja nuo —1 iki 1 intervaluose 


[-5 +2xn; 2 +2an |, nez. 
10. Sinusas mažėja nuo 1 iki —1 intervaluose 
T . 3л 
[5 +2xn; ЭГ +2лп |, nez. 
: 11. Sinusas turi minimumus, lygius —1, taškuose 
x= 3 n+2an, nez. 
12. Sinusas turi maksimumus, lygius 1, taškuose 


x= > -Е2лп, nez. 


Pratimai 
669. Parašykite toliau nurodytų funkcijų grafikų liestinių lygtis: 


s 2 E ... 5 л 
a) y=sinx taškuose, kurių abscisés —m ir — =; 


. x 5 £ š 7 є л 
b) y=sin 2х taškuose, kurių abscisés = ir ze. 
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Irodykite: 


670. sin( —330^) = —sin 330°. 671. sin 3,71 — — sin 0,37. 
672. sin 15?« sin 75*<sin 96°. 673. sin 2,1620. 
674. sin 4,5 «0. 675. sin 85?»sin 105?» sin 175“, 


Vienetiniame apskritime pažymėkite aibę taškų Р, kuriuos 
atitinkančios sinuso reikšmės tenkina lygtį arba nelygybę: 


676. sin t= FT 677. sin t= LEE 3 

678. sin 51. 679. sin 1< 5. 
Nubraižykite sinuso grafiką ir pažymėkite aibę taškų x, ku- 
riuose: 

680. sinxe V2. 681. sin x— £2 

682. sin x<0. 683. sin MES 


47. Kosinuso savybės ir grafikas 


Kosinusas periodinė funkcija, kurios periodas lygus 2л, 1046: 
pakanka ištirti jos grafiką 2л ilgio atkarpoje. Vėl pasirinkime 
atkarpą [—л; x]. 

Sios funkcijos išvestinė (cos' х= —sin x) apibrėžta su visais х 
ir virsta nuliu trijuose atkarpos [—л; л] taškuose: —л, 0 ir m. 
Tie taškai yra kritiniai (nes х= —л ir х=л — apibrėžimo srities 
vidaus taškai). Užpildykime lentelę: 


х | -л | ]—л; Of | 0 


| ар| a 
-131-1-1-1-1 
Er ЖОМ ЕЗЩ" 
= [= үз 


Remdamiesi tyrimo duomenimis, braižome funkcijos у=созх 
grafiką atkarpoje [—л; x] (87 pav.). Kadangi kosinuso periodas 
lygus 2л, tai postūmiai atstumu 2л ašies Ox kryptimi, kosinuso 
grafiką atvaizduoja į jį patį. Vadinasi, funkcijos cos grafikas 
visoje apibrėžimo srityje R, t.y. intervalų [—14+2an; n4-2nn] 
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87 pav. 


sąjungoje (n€7), gaunamas iš grafiko, pavaizduoto 87 paveiksle, 
postümiu, kurio kryptis sutampa su ašies Ox kryptimi, per atstumą 
2nn, пє2 (88 pav.). 

Iš lygybės sin (x4- >)" =cos x matyti, kad kosinuso gralikas, 
gaunamas iš sinuso graliko lygiagrečiu postūmiu į kairę atstu- 
mu —. Todėl kosinuso grafikas yra sinusoidé, pastumta į kairę 
per 5 E 

Dabar išvardykime pagrindines kosinuso savybes. 

1. Funkcijos apibrėžimo sritis — visa skaičių tiesė: D(cos) = R. 

2. Kosinuso reikšmių sritis — atkarpa 1-1: 1]: E(cos)= 
= [—1; 1]. 

R. Kosinusas — lyginė funkcija: соѕ(—х) =с05х su visais 
xeR. 

4. Kosinusas — periodinė funkcija, kurios mažiausias teigia- 
mas periodas уга 2л: cos(x--2x) =cos x su visais xeR. 


5. cos x0, Каі x= Tran, nez. 
6. cos x0, kai xe | -3 +2xn; 5 +2an|, nez. 
T. cos x« 0, kai xe Б - 2, х +2лп|, ne Z. 


8. Kosinusas — tolydi funkcija, turinti išvestine kiekviename 
skaičių tiesės taške: cos“ х= — sin x. 


138 
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9. Kosinusas mažėja nuo 1 iki —1 intervaluose 
[2nn; л+2лп], neZ. 

10. Kosinusas didéja nuo —1 iki 1 intervaluose 
[—л-+2лп; 2nn], nez. 

11. Kosinuso maksimumai, lygūs 1, yra taškuose 

x=2nn, ne Z. 
12. Kosinuso minimumai, lygüs —1, yra taškuose 
x=x+2xn, nez. 


Pratimai 


Parašykite toliau nurodytu funkciju grafiku liestiniu lygtis: 


684. f(x) =cos х taškuose, kuriu abscisës -Ž; 0 ir =. 

685. f(x) =cos 2x taškuose, kurių abscisės -5 ir 2 
Įrodykite: ` 

686. cos 8,4: — cos 0,4л. 687. со8(-41302) = cos 130°. 

688. cos 495? = — cos 45°. 689. cos 15? cos 70? cos 95°. 

690. cos 2,65« 0. 691. cos 88° cos 108° cos 118°. 


692. 


694. 


Vienetiniame apskritime pažymėkite aibę taškų P; kuriuos 
atitinkančios kosinuso reikšmės tenkina lygtį arba nelygybę: 
cos t= +. 693. cos t=- 1. 

cos t LŽ. 695. cos (> – 1⁄2 : 
Nubraižykite kosinuso grafiką ir pažymėkite aibę taškų x, / 
kuriuose: 


696. cos x=0. . 697. cos x= Уз : 
698. cos x «O0. | 699. cos x> — E s 
48. Tangento savybės ir grafikas 


Kadangi tangento mažiausias teigiamas periodas lygus л, tai 


pakanka išnagrinėti šios funkcijos savybes bet kurioje л ilgio 


atk 


arpoje. Imkime atkarpą |-5: 5]. Jos galuose tangentas пе- 


apibrėžtas. 
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Išnagrinėkime išvestinę 


1 
QE е " 
tg x cos! x 
Reiškinys cx, Yra teigiamas 
su visomis argumento reikšmėmis 


д 
gy ke 
riuose tangentas ir jo išvestinė 
neapibrėžti). Todėl tangentas di- 

š š £ л л 

déja intervale 1-3: sÍ: | 
Atsizvelgdami, kad tangentas . 

yra nelyginė funkcija, pirmiausia 


jo grafiką nubraiZome intervale : 


E : ^ 
(išskyrus taškus — 5 ir 


t 3l , 0 paskui intervale 1-5: 
o] (remdamiesi simetrija koordi- ' 
načių pradžios atžvilgiu (89 pav.). 

Kadangi tangento periodas ly- 
gus л, tai postūmiai ašies Ox 
kryptimi atstumu л atvaizduoja tangento graliką į jį patį. Todėl 
funkcijos tg grafikas visoje apibrėžimo srityje О (с), kuri yra | 
intervalu 1-5 +xn; Z +anf (16:82) sajunga, gaunamas iš 89 pa- 
veiksle pavaizduoto grafiko postūmiais ašies Ox kryptimi atstumu 
лп, eZ (90 pav.). 

Raskime їцпксіјоѕ tg grafiko liestine taške, kurio abscisė 0, 
Kadangi ig'(0)= — =! ir tg 0—0, tai liestinės lygtis bus tokia: 
у—0=1-(х—0), t.y. y=x. 

51 liestinė su ašimi Ox sudaro kampą A 


89 pav. 


y 


Dabar išvardykime pagrindines tangento savybes. 
1. Tangento эй) sritis — aibė visų realiųjų skaičių, iš. 


skyrus skaičius 5 +an, nez. 


2. Tangento reikšmių sritis — visa skaičių tiesė: E(tg)=xR.! 
Taigi tangentas — neaprėžta funkcija. 
8. Tangentas — nelyginė funkcija: tg(—x)=—tgx, kai xe 
eD (tg). 
4. Tangentas — periodinė funkcija, kurios mažiausias teigia- 
mas periodas л: tg(x--x)—tg x, kai xexD (tg). 
| 5. tg x=0, Ка! x=xn, ne Z. 


6. tg x>0, kai xe] nu; > +an|, ne Z. 
7. ig x<0, kai хє 1-5 Tun; an| , heZ. 


8. Tangentas yra к funkcija, turinti išvestinę, kai xe 
«D (tg), be to, tg'(x) = 


ma 
9. Tangentas didėja kiekviename iš intervalų 


1-5 Tan; 5 an |, nez. 


Pratimai 


Parašykite funkcijos grafiko liestinių nurodytuose taškuose 
lygtis: 


700. y=tg x taškuose, kurių abscisės _ ir Л * 


| 701. y=tg 2x taške, kurio abscisė 0. 
Įrodykite, kad: 


702. tg 200° = tg 20°. 708. tg 21,2zx — tg 0,2д. 

704. tg(—300?) «tg 60°. 705. tg 61 —tg 0=0. 

706. tg 3—tg(3—a2) = —tg(x—3). 

707. tg 3,6л=10(—0,4л) = —tg 0.47. 

708. tg 10° «tg 15° < іс 30° «tg 22 75°. - 
709. tg( —75?) <1g (—60°) «tg(—30?) <tg(— 15?) <tg(— 10°). 


Nubraižykite funkcijos tg grafiką ir pažymėkite aibę taškų x, 
su kuriais: 


710. te x=0. 711. tg x= —455. 
712. tg xxc— 1. 713. Ozxttg x« 1. 
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49. W Kotangento savybés 
ir grafikas * 


Kadangi kotangento mažiau- 
sias teigiamas periodas lygus л, 
tai pakanka išnagrinėti šios funk- 
cijos savybes bet kurioje m ilgio 
atkarpoje. Pasirenkame atkarpą 
10: x]. Jos galuose kotangentas 
neapibrėžtas. 

Išnagrinėkime išvestinę 


/ 
ctg х= — == š 
2111 

sin? x 
su visomis argumento reikšmėmis 
(išskyrus xn, nexZ, kuriose ko- 
tangentas ir jo išvestinė neapi- 
brėžti). Todėl kotangentas mažėja 


visame intervale ]0; x[. Zinodami, kad etg => —0, braižome gra- 


fika (91 pav.). 

Kadangi kotangento periodas lygus л, tai jo gralikas postü- 
miais atstumu л ašies Ox kryptimi atvaizduojamas | jj patj. Vadi- 
nasi, kotangento grafikas visoje apibrėžimo srityje D (сіс), kurią 
sudaro intervalų | ли; x (141) |, neZ, sąjunga, gaunamas iš 91 pa- 
veiksle pavaizduoto grafiko postūmiais ašies Ox kryptimi atstu- 
mu nn, (nexZ) (92 pav.). 

Apskaičiuokime kotangento grafiko liestinę taške, kurio abscisé 
lygi >. Kadangi etg = — => ir ctg > —0, tai liestinės 

sin“ 5 
2 


Reiškinys yra neigiamas 


91 pav. 


lygtis bus tokia: y—0— —1* (+— 2) „ty. u= —х. 


92 рау. 
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ЭРЭР тэр л 
Si liestiné su ašimi Ox sudaro kampą — т. 


Išvardykime pagrindines kotangento savybes. 
1. Kotangento apibrėžimo sritis — aibė visų realiųjų skaičių, 
išskyrus skaičius лп, kai neZ. I 
2. Kotangento reikšmių sritis — visa skaičių tiesė: E(ctg) =R. 
TUB kotangentas yra neaprėžta funkcija. 
3. Kotangentas — nelyginė funkcija: ctg(—x) = —ctg x su vi- 
sais xeD( (сїр). 
4. Kotangentas — periodiné funkcija, kurios mažiausias tei- 
giamas periodas yra л: ctg(x4+-n)=ctgx su visais xeD(ctg). 


5. ctg x=0, kai хэ +лп, nez. 
6. ctg x0, kai xe Jan; $ кал| , neZ. 
7. ctg x<0, kai xe 1-35 Taf; an| , ne Z. 


8. Kotangentas — tolydi funkcija, turinti išvestinę su visais 
1 
sinžx ` 
9. Kotangentas mažėja kiekviename intervale ]лп; л--лл |, 
nez. | 


xe: D (ctg), be to, сіс’ х= — 


Pratimai 
714. Nustatykite funkciju MC: sritis: 
a) tgx+ctgx; | b) tg x4- —— 


Įrodykite, kad: 


715. ctg 3122— —ctg 48° 716. ctg 17,31 =ctg 0,31. 
717. cig( —320?) =ctg 40°. 718. сіс 6,4x —ctg(—0,6x) = —ctg 0,6л. 


7í9. ctg 7 5 a=clg + =0. 720. ctg 5° сів 15?» сіс 31^» сіб 45°. 
721. 01-42) <ctg(— 14°) <сіс(— 28°) са (-492). 


Vienetiniame apskrit:ime pažymėkite aibę taškų Pi, kuriuos 
atitinkančios kotangento reikšmės tenkina nelygybę arba ` 


XI 


lygti: 
722. — 1 xzctg (1, 723. ctg £— 1,5. 
724, —1,3<ctg t<1,3. 725. ctg t=0. 
Apskaičiuokite reikšmes: 
726. etg (266). 727. ctg 15°. 728. ctg 75°. 
729. ctg 37 : 730. ctg 37,5*. 
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50. Harmoniniai svyravimai 


Funkcijos f išvestinės f^ išvestinė vadinama funkcijos f antrąja 
išvestine ir žymima f“ (skaitoma „ef su dviem brūkšneliais“). Pa- 
vyzdžiui, 

sin'x-cosx; sin“ x=cos x= —sin x; 
cos! x= —sin x; cos" x= —sin' x= —cos x. (1) 


Taikant antrąją išvestinę, galima detaliau ištirti funkcijos kiti- 
mą. „Pirmoji išvestinė yra funkcijos kitimo greitis, o antroji — to 
greičio kitimo greitis. 

Iš (1) formulės matyti, kad funkcijų sin ir cos antrosios iš- 
vestinės nuo pačių funkcijų tesiskiria tik ženklu. Kitaip sakant, 
abi tos funkcijos su visomis argumento + reikšmėmis tenkina lygtį 


Г(0--10. 


Fizikoje, ypač mechanikos skyriuje, svarbi vieta tenka funkci- 
joms f, tenkinančioms lygtį 


P (ф--о (£), (2) 
kai o? — teigiama konstanta. 

Išnagrinėkime mechanikos uždavinį, kurį spręsdami gauname 
tokią lygtį. Sakykime, kad m masės rutuliuką įtempia dvi hori- 
zontalios spyruoklės, kurių kiti galai įtvirtinti (93 pav.). Tarkime, 
kad pusiausvyros būsenoje rutuliuko centro koordinatė lygi nu- 
liui. Pastūmus jj į padėtį, kurioje centro koordinatė х==0, atsiras 
jėga, verčianti rutuliuką grįžti į pusiausvyros padėtį. Pagal Huko 
dėsnį ši jėga proporcinga nuokrypai x: 

= —kx; 


čia k— teigiama konstanta (94 pav.). Kadangi tiese judančio 
taško pagreitis yra antroji koordinatės iš- 


4.00000:8000000Ё vestiné, tai iš antrojo Niutono dėsnio 
F=ma gauname: 

ma (t) = тх" (t) = ЕР= —kx (t), t. y. 
тат — x"(t) = 5x(t). 


93 pav. Kitaip sakant, stangrumo jégu veikia- 
\ mo rutuliuko centro judėjimą išreiškia 


0000200 аш (2) etis, kai o= V$. 


Jei fizikinis dydis, laikui bėgant, kinta 
pagal (2) lygtį, tai sakome, kad jis kar- 


—- IUE moningai soyruoja. (2) lygtis vadinama 
I harmoninig svyravimų diferencialine lyg- 
94 pav. timi. 
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у=3с05(2х+4) 


4 95 рау. 


Nesunku patikrinti, kad funkcija 
f (t) =Acos(ot+9) (3) 


уга (2) lygties sprendinys, kai A, o, ф — bet kurios konstantos. 
Iš tiesų, remdamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės formule, gau- 
name: 
f (()= —Aosin(ot+9), 
F (1) = — До? cos (of -- 9) = —o?f (t). 


Teisingas ir atvirkščias teiginys: bet kuris (2) lygties spren- 
dinys yra reiškiamas (3) formule, dažniausiai pasirenkant 4220, 
Фе (0, 2n]. Šio teiginio įrodymas nejeina į vidurinės mokyklos. 
kursą. 

Aišku, kad (3) formule išreikštos funkcijos f modulio didžiau- 
sia reikšmė lygi A. Konstanta A vadinama svyravimo amplitude, 
konstanta о — svyravimo dažniu, o konstanta ф — svyravimo: 
pradine faze. 

Harmoninių svyravimų grafikai — sinusoidės. Pavyzdžiui, to- 
kie yra 95 ir 96 paveiksle pavaizduoti harmoninių svyravimų 
y-3cos(2x4-4) ir y=1,5 cos (2x-$) grafikai. 

Detaliau su harmoniniais svyravimais supažindinama XI kla- 
sės fizikos kurse, 


“À 


15 3 


0 


96 pav. 


10, Algebra ir analizés pradmenys IX—XI kl. ! - 145 


Pratimai 


731. Įsitikinkite, ar funkcija x—3 соѕ (21+ л) yra lygties x"— —4x 
I sprendinys. 

732. Įsitikinkite, ar funkcija x—2cos4t yra lygties х7--16х 
sprendinys. 

733. Parašykite šių harmoninių svyravimų diferencialinės lygtis: 


a) x=2 cos(2t—1); b) x=6,4 cos (0.14 7). 


Pakeitę lygties dešinę puse reiškiniu A cos(of--q), nustaty- 
kite svyravimo amplitudę, pradinę faze ir dažnį. 


734. y(t) =0,8 sin(+-1+2). 


785. y(t) =2 sin =. cos 14-2 sint cos к. 


736. y (1) —3 «cos 2113 VÀ sin 2t. 


737. Raskite nors vieną nelygų nuliui diferencialinės lygties 
y” = —25y sprendinį. 


51. Tolydžios didėjančios (mažėiančios) funkcijos atvirkštinė 
funkcija 


Su atvirkštinėmis funkcijomis susipažinote VII ir VIII klasėje. 
Pavyzdžiui intervale (0, oo[ funkcija f(x) =x2 turi atvirkštinę 
funkciją g(x) = V x. Ten, tiesą sakant, jau taikėte teoremą, kurią 
suformuluosime šiame skyrelyje. 

Jeigu g — funkcija, atvirkštinė funkcijai f, tai ir funkcija f — 
atvirkštinė funkcijai g. Todėl funkcijos j ir g dar vadinamos viena 
kitai atvirkštinėmis. Priminsime viena kitai atvirkštinių funkcijų 


apibrėžimą. Funkcijos f ir g vadinamos viena kitai atvirkštinėmis, 
kai D(f) 2E(g), E(f) -D(g) ir 


Yo=f (Xo) =x0= 8 (yo) 


su visais xoeD (f) ir yoeD(g). Jei funkcijos y=f(x) ir y=g(x) 
viena kitai atvirkštinės, tai jų grafikai yra simetriški tiesės y—x 
atžvilgiu. 

Yra žinoma tokia atvirkštinių funkcijų teorema (ji vidurinės 
mokyklos kurse пејгойіпёјата). 

Teorema. Jeigu junkcija | apibrėžta, tolydi ir didėja (ma- 
žėja) intervale I, tai jos reikšmių aibė yra tam tikras intervalas 1 
(97 pav.). Intervale J galima apibrėžti funkciją g, atvirkštinę 
funkcijai |, ir turinčią tokias savybes: . 

1) Funkcija g tolydi intervale J. 
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97 pav. 98 pav. 99 pav. 


2) Jeigu | didėja intervale I, tai g didėja intervale J (98 pav.). 

3) Jeigu | mažėja intervale I, tai g mažėja intervale J 
(99 pav.). 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Sinusas didėja atkarpoje [-Z: z] ir dèl 
tolydumo įgyja visas reikšmes iš atkarpos [—1; 1]. Todėl funk- 
cija, išreikšta formule y=sin x atkarpoje m | , apverčia- 


ma, t.y. turi atvirkštinę funkciją. Šią atvirkštinę funkciją. vadi- 
name arksinusu ir Zymime arcsin. Iš atvirkštinės funkcijos api- 
brėžimo ir suformuluotos teoremos išplaukia, kad D(arcsin) = 
= [—1; 1], Е(агсѕіп) =| - 5; xl ir kad arksinusas yra nelyginé 
bei didėjanti funkcija. Jos grafikas simetriškas funkcijos y=sin x, 
xe[- 5; 5), grafikui tiesės y=x atžvilgiu (100 pav.). Ар- 
skaičiuokime keletą arksinuso reikšmių: 


Vv? m л М9 


1) arcsin >—=7, nes sin 7=—>7 (Zr. 31 skyrelio lentelę) 
ir = e|-5: sl 

2) arcsin ( - 4 ) = — E nes 
sin (-2)-- + (Zr. 31 skyrelio len- 
tele) ir — sel- Sh 


Funkcijos arcsin reikšmes su dviem 
dešimtainiais ženklais lengviausia rasti 
skaitinio argumento funkcijos sin len- 
teléje. Norint apskaičiuoti reikšmes su 
keturiais ženklais, naudojamasi dviem 
lentelėmis: laipsniais išreikštų kampų 
sinuso ir laipsnių keitimo radianais. 
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Norėdami apskaičiuoti arcsin x, randa- 
me kampą a“, tenkinantį sąlygas —90° < 
Sa? <90., 

sin d“ = x; 
ir a° išreiškiame radianais o?—j (rad). 
2 pavyzdys. Raskime arcsin 0,9063. 
0,9063 = sin 65°, 
65*=1,1345 (rad), 
arcsin 0,9063 == 1,1345. 


3 pavyzdys. Kosinusas atkarpoje 
[0; л] mažėja ir dėl tolydumo įgyja visas 
atkarpos [—1; 1] reikšmes. Todėl funk- 
cija, išreikšta formule у=соѕ х atkarpo- 
je [0; л], turi atvirkštinę funkciją. Si 
atvirkštinė funkcija vadinama arkkosinusu їг žymima arccos. Iš 
atvirkštinės funkcijos apibrėžimo ir minėtos teoremos išplaukia, 
kad D(arccos) 2 [—1; 1], E(arccos) = [0; x] ir kad arkkosinusas 
yra mažėjanti funkcija. Jos grafikas simetriškas funkcijos y —cos x, 
хє [0; л], grafikui tiesės y=x atžvilgiu (101 pav.). 

Apskaičiuokime keletą arkkosinuso reikšmių: 


101 pav. 


22 2 
ЖЭ А 
1) arccos 3 = Я, nes cos эм ir 0 д]; 
2 3; ANE 
2) arccos ( - 77) = az, nes cos T> E] Ir E e [0; л]. 


Funkcijos arccos reikšmės su keturiais dešimtainiais ženklais 
randamos iš laipsniais išreikštų kampų kosinuso ir laipsnių keiti- 
mo radianais lentelių. 

4 pavyzdys. Tangentas intervale 1-3: sl dideja ir 
įgyja visas aibės R reikšmes. Todėl funkcija, išreikšta formule 
y=tg x intervale — Iz isl turi atvirkštinę funkciją. Si atvirkštinė 
funkcija vadinama arktangentu ir žymima arctg. Iš atvirkštinės 
funkcijos apibrėžimo ir suformuluotos teoremos išplaukia, kad 
D(arctg) =] — оо; оо |, E(arctg) = тс A ir kad arktangentas 
уга nelyginė bei didėjanti funkcija. Jos grafikas simetriškas funk- 

.. л д . R è . Yo: . 
cijos y-—tg x, xe |-5: EE gralikui tiesės y=x atžvilgiu (102 
pav.). 

Apskaičiuokime keleią arktangento reikšmių: 


л : д д д 
nes {б--=1їг-гє|—-; s 


л 
1) arctg l= - į 5 5 


47 
2) arctg(— V3)=-Ž, nes tg(-Ž) =— J r 
л л л 

S im s 
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102 рау. 


Ү 5 pavyzdys. Kotangentas intervale 10: л[ mažėja ir įgyja 
visas aibės R reikšmes. Todėl funkcija, išreikšta formule y=ctg x 
intervale 10, x [, turi atvirkštinę funkciją. Ši funkcija vadinama 
arkkotangentu ir žymima arcctg. Iš atvirkštinės funkcijos apibré- 
žimo ir minėtos teoremos išplaukia, kad D(arcctg) =] —oo; oo[;. 
E(arcctg) —]0; x[ ir kad arkkotangentas yra mažėjanti funkcija. 
Jos grafikas simetriškas funkcijos y=ctg x, x=]0; л[, grafikui, 
tiesės y=x atžvilgiu (103 pav.). V 


Pratimai 


Ar teisingos šios lygybės: 


738. arcsin 1 52 739. arctg V3=— £? 
740. arccos (- LŽ) = 39 7A1. arctg(—1)=- 2? 
9) 


103 pav. 


742. arcsin 2=0? 743. arccos T = -Ž? 
744. arctg(— V 3) = — 3? 745. arcsin 15 — =? 
Apskaičiuokite arksinuso reikšmes: 
746. arcsin = H 747. arcsin(— 1). 
748. arcsin 0,3033. 749. агсѕіп(— 0,7801). 
Apskaičiuokite arkkosinuso reikšmes: 
= V 3 
750. arccos (-+) 3 751. arccos 4 Š 
752. arccos(— 1). 753. arccos 0,8033. 
Apskaičiuokite arktangento reikšmes: 
754. arctg ( — 7%): 755. агсїр 2. 
756. arctg у. a 757, arctg 5, 
Apskaičiuokite arkkotangento reikšmes: 
758*. arcctg V 3. 759*. arcctg 1. 
1 
ыг — 1). ° 15, —-——|. 
760*. arcctg(— 1) 76 arcctg ( | 


Vietoj žvaigždutės parašykite lygybės arba nelygybės ženklą, 
kad gautute teisingą teiginį: 


762. arccos + * arcsin 5 ‚ 763. arccos ET * arcsin 23 š 
764. arccos 0 * arcsin 0. 765. arcsin vU arcsin T . 
766. arctg 2 * arctg 1 3. 767. arctg 3*—. 
768*. arcctg Ё arctg 1. 769*. arcctg / 3 * arctg V 3. 
Apskaičiuokite sumą: : 
/9N 


21 S. ub 22 : v2? ] 
. arcsin — + агссоѕ >. 111. arcsin VES N + arccos| ——— |. 


2 2 2 


. arcsin( —1) J-arecos(— 1). | 773. arcsin 0+ arccos 0. 


. arctg 1 + агссоѕ 1 4-arcsin 1. 775. arctg I + arcos + arcsind. 


Apskaičiuokite suma: 


776*. arcig V3+ arcctg V3. 711*. arctg T +arcctg Ys . 

778*. arctg 1+arcctg 1. 719*. arctg 04- arcctg 0. 
Apskaičiuokite: 

780. arcsin + + arccÓs . 781*. arcsin (sin 10). 


5 12. TRIGONOMETRINES LYGTYS IR NELYGYBES 


52. Paprasčiausių trigonometrinių lygčių sprendimas 


Remiantis ankstesniame skyrelyje nagrinėtomis funkcijomis 
arcsin, arccos, arctg ir arcctg, galima patogiai užrašyti papras- 
čiausių lygčių sin x=a, cos х=а, tg x=a іг сіс x=a sprendinius. 

1. Lygtis 

- sinx-a, 
kai a>1 ir kai a< —1, sprendinių neturi, nes — 1 <sinx<-1 
(104 pav.). Kai a=1, ši lygtis tokia: sin x—1, o jos sprendiniai 


х= у +2zxk, keZ; 
kai а=—1 — jos sprendiniai 
x=— S +2nk, keZ. 


Kadangi sinuso periodas lygus 2л, tai, norint rasti visus 
(1) lygties sprendinius, kai |a|<!, pakanka sužinoti tos lygties 
sprendinius, priklausančius bet kokiam ilgio 2л intervalui. Iš 


105 paveikslo matyti, kad patogu pasirinkti atkarpą [5 : =]. 


Iš tikruju, atkarpoje |-59 z] sinusas didéja ir įgyja kiekvieną 


` 104 pav. 
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-]<4<0 


105 рау. 


savo reikšmę vieną kartą, o atkarpoje | 55 š] sinusas mažėja 


ir jgyja kiekviena savo reikšme taip pat viena karta. Vadinasi, 
kiekvienoje šių atkarpų (1) lygtis turi po vieną sprendinį. (1) lyg- 


ties sprendinys, priklausantis atkarpai |- x; 5 „ pagal arksi- 


nuso apibrėžimą yra arcsin a. 
Ieškodami (1) lygties sprendinio, priklausančio atkarpai 
ЕЗ =] taikysime formul 
$5. pev Š 
sin x—sin(z— x). 
л. Зл л 3x : л 8л. л 
35321 ty <х< 7, tai >> x>— ir ia 
л : л, л 
>л—Х>— Ф. Todël л-хе[—}; z]: 


Jei хе | 


Lygtis 
sin x—a 

ekvivalenti lygčiai 

sin (x — x) —a. 

š m. x : 

Kadangi n— x= [-5: 5| tai 

n—x=arcsin a, 
t. y. 


x=n— arcsin a. 


Norint parašyti visus (1) lygties sprendinius, reikia remtis 
sinuso periodiškumu, t.y. prie kiekvieno gautų sprendinių pri- 
deti skaičių 2лт, ”є 42. Gausime, kad sprendinių aibę sudaro 
dviejų begalinių aibių 


x=arcsin а--2лт, (2) 
х= — arcsin a-4- (2т-++1)л (8) 
sajunga. 
(2) ir (3) formule galime pakeisti viena 
х= (—1)* arcsin a--z&, kez. (4) 
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I$ tikryju, kai & lyginis, i$ (4) formulés gausime (2), o kai & ne- 
lyginis — (3) formule (patikrinkite, į (4) formule įrašydami k= 
—2m ir k=2m+1). 
Pastaba. Kai а=1 агра a=—1, (2) ir (3) formule apibrė- 
žiamos sprendinių aibės sutampa. | 
l pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 


sin x= ya š 
Pagal (4) formule gauname: 
>= 
x=(—1)* arcsin цан cz, kez. 
Kadangi arcsin yrs. tai 
x-(—1)* Z nf, keZ. 


2 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
sin x=0. 
Pagal (4) formulę gauname: 
x=(—1)* arcsin 0-ЕлЁ, kez. 


Kadangi sin 0—0 ir 0=|-ž: z]. tai arcsin 0—0, todėl x=xk,' 
kez. 
3 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
sin x=0,932. ` 


Taikydami (4) formulę, gauname: 
x=(—1)* arcsin 0,932 4- nk, kEZ; 
čia arcsin 0,932=1,2. Arksinuso artinys surastas iš lentelių. 


II. Lygtis 
cos x= a, (5) 


kai a>1 ir kai а< —1, sprendinių neturi, nes — 1<соѕ xxl 
(106 pav.). Kai a=1, (5) lygties sprendinys 
х=2дЁ, Rë Z, 
o Каі а= —1 — jos sprendinys 
x=n+2nk, Rë Z. 

Kadangi kosinuso periodas lygus 2л, tai; norint rasti visus 
(5) lygties sprendinius, kai [al «1, pakanka sužinoti tos lygties 
sprendinius, priklausančius kiekvienai 2л ilgio atkarpai. Iš 107 pa- 
veikslo matyti, jog patogu pasirinkti atkarpą [— a; л]. Iš tikrųjų, 
atkarpoje (0, n] kosinusas mažėja ir kiekvieną savo reikšmę įgyja 
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107 pav. 


viena kartą. O atkarpoje [—л; 0] kosinusas didėja ir kiekvieną 
savo reikšmę įgyja taip pat vieną kartą. Vadinasi, kiekvienoje šių 
atkarpų (5) lygtis turi po vieną sprendinį. Pagal apibrėžimą 
(5) lygties sprendinys, priklausantis atkarpai [0; л|, yra arccos a. 
(5) lygties sprendinys, priklausantis atkarpai [—л; 0], yra 
— агссоѕ a, nes kosinusas yra lyginė funkcija. Taigi šios lygties 
sprėndiniai atkarpoje [—л; x] yra skaičiai -агссова. Norint 
parašyti visus (5) lygties sprendinius, reikia remtis kosinuso pe- 
riodiškumu, t.y. prie abiejų gautųjų sprendinių turime pridėti 
skaičius 2nn, пє7. Gauname dvi begalines sprendinių aibes: 
x=arccos a 4- 2x, (6) 
х= — arccos a+ xn. | (7) 


Sios dvi aibés gaunamos i$ vienos formulës 
| х= + arccos а+2лп, neZ. (8) 
4 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį | 
cos x= + : 
I$ (8) formulés gauname: 
х= +агссоѕ 3 +2xn, neZ, 
t. y. 
х= + ын +2xn, nez. 
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5 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
cos x=0. 
Pagal (8) formulę turime: 
х= Zarccos 0+2xk, kez, 
i. y. 
x= + 5 +2nk, kei. 


Atsakymą parašykime taip: 
X 2 (461), kez. 


Aibé (48:51 | ЁЄ 7} yra nelyginių skaičių aibė (paaiškinkite, 
kodėl), t. y. aibė (2л--1 | пєг2). Todėl atsakymą galime parašyti 
šitaip: 

x= E (2n+1), nez. 
6 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

cos x= — 0,2756. 
Remdamiesi (8) formule, gauname: 
х= + агссоѕ ( — 0,2756) +2лл, neZ. 

Iš lentelių randame, kad arccos(— 0,2756) «1,85, todėl 

x= + x +2xn, nez, 

kai хо--агссов(-0,2756) = 1,85. 
11. Norint rasti visus lygties 
| tg х--а (9) 


sprendinius, pakanka sužinoti visus tos lygties sprendinius, pri- 
klausančius kiekvienai x ilgio atkarpai, nes tangento periodas ly- 

gus л. Iš 108 paveikslo matyti, kad pa- 
togu pasirinkti atkarpą Do |, at- 
metus jos galus (kadangi juose tan- 
gentas neapibrėžtas) 

Pagal arktangento apibrėžimą (9) 
lygties sprendinys intervale 1-5: 5| 
yra arctg a. Remdamiesi tangento pe- 
riodiškumu, gauname sprendinius 

x=arctg а+лп, ne Z. (10) 


7 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
| tg х= ҮЗ. | 108 рау. 
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Pagal (10) formule gauname 
x=arctg V 34- xn, nez, 


к= = Tan, nez. 
8 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
tg x=5,177. 


Pagal (10) formulę gauname: 
x=arctg 5,177+ zn, nez, 


t.y. 
x= x +xn, nEZ, хо= arctg 5,177 = 1,38. 


109 pav. 


V IV. Norint rasti visus lygties ctg x—a (11) sprendinius, pa- 
kanka sužinoti visus jos sprendinius, priklausančius kiekvienai 
л ilgio atkarpai, nes kotangento periodas yra skaičius m. Iš 109 
brėžinio matyti, kad patogu pasirinkti intervalą ]0; л[ (paaiškin- 
kite, kodėl negali priklausyti šio intervalo galai). Pagal arkkotan- 
gento apibrėžimą (11) lygties sprendinys intervale ]0; л| yra 
агссіс a. Norėdami parašyti visus tos lygties sprendinius, remsi- 
mės kotangento periodiškumu, t.y. prie arcctg a turime pridėti 
skaičius nn, пє7. Gauname sprendinį 


x=arcctg a4- an, nez. (Is. 

9 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

ctg x— 1." 
Pagal (12) formule gauname: 

x=arcctg 1-нял, t. y. x= = +лп, nez. 

10 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 

ctg x= ИЗ. 
Iš (12) formulės gauname 


x=arcctg V 3+xn, t. y. x= © Tan, neZ. Y 


Pratimai 


Išspręskite lygtis: 


782. sin x= > . 788. sin 2x= LAN 784. cos x= m 
185. cos2x— — у. 786. tg x—1. 787. tg 2х- ҮЗ. 
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788. 18-р х= УТ” 789. sin +>x=05. 790. sin x— 0,6. 
/ 3 
"P Y 2 ос 30-95 xl. -05 
791. cos + x= — 792. tg 3x —3,5. 798. зїп 5) 
794. соѕ (4х+ =) =0,7. 195. cos(2x—1) = — L. 


Išspreskite lygtis: 
1968. сід х=1. — 797*. сїш-ух= V3. 798*. ctg 2x= E 
799*. ctg 3x—3,5. 800*. ctg z-x—0. 


]rodykite tapatybes: 


i — cos ‹ si л 
801. sina — 1 соза 802. cos G+ ina -ig(a 2). 
Їч-С08 a sina cos a—sin a 4 
sina+tga _ cosa _ (2-5) 
805, 1--с08 а "ss 59 l+sin a =tg |+ o): 


53. Paprasciausiu trigonometriniu nelygybiu sprendimas 


Jau sprendéte trigonometrines nelygybes. Daugelis ju buvo 
pakeičiamos paprasčiausiomis trigonometrinėmis nelygybėmis: 


sin x <a, sin xa, sin x<a ir kt. 


Išnagrinėkime tokių nelygybių sprendimo pavyzdžius. 
l pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 


sin x< I. 


Nubraižę funkcijos y=sinx graliką ir tiesę =+ (110 pav.), 


matome, kad tos tiesés їг sinusoidés susikirtimo tašku aibë уга 
begalinė. Paveiksle išryškintas vienas tenkinančių duotąją nely- 


gybę argumento reikšmių intervalas, būtent intervalas ЇЕ, : sl 


Rašydami pilna | akių remiamés sinuso periodiškumu: 


= s T2nk<x< ut +2л№, R€ Z. 
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111 рау. 


Pradiniu intervalu galėjome parinkti ne intervalą E; г | 4 
o kurį nors kitą, pavyzdžiui, ра, 28, 
2 pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 


1 
cos 2x xc 3: 


Pazyméje 2x raide 4, nubraizykime funkcijos y=cos t grafiką 
ir tiesę y— > (111 pav.). Matyti, kad tos tiesës ir kosinuso gra- 
fiko susikirtimo taškų aibė yra begalinė. Paveiksle išryškintas vie- 
nas intervalas PE 581, kuriame yra teisinga nelygybė cos < 
, 1 «s. P 
mv. 

Rašydami pilną atsakymą, remsimés kosinuso periodiškumu: 

S леі Ë +2xk, kez. 
Iš čia | 


T +2дЁ<29х=д 21 +2nk, ka Z 
з F^WZXELDOY +, =, 


112 рау. 
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t. y. 
A Клеа E tnk, kez. 


Pradiniu intervalu galėjome pasirinkti ne intervalą [5 м 5], 


o kurį nors kitą, pavyzdžiui, ЇЕ : Uz] : 
3 pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 
tg xzl. 


Nubraižę funkcijos y=tg x grafiką ir tiesę y—1 (112 pav.), 
matome, kad tos tiesės ir tangento grafiko susikirtimo taškų aibė 
"a : амра A š л nf 
yra begaliné. Paveiksle išryškintas vienas intervalas PE | Р 
kurį sudaro argumento reikšmės, tenkinančios nagrinéjam; neiy- 
Norėdami parašyti pilną atsakymą, turime atsižvelgti į tan- 
gento periodiškumą: 


= +zrn=< x< 5 Lan, ne Z. 


W 4 pavyzdys. Išsprendžiame nelygybę 
ctg xx L. 

Nubraižę funkcijos y=ctg x grafiką ir tiesę y=1 (113 pav.), 
matome, kad tos tiesės ir kotangento grafiko susikirtimo taškų 
Le 848 . гҹ БОС : . л. | а 
aibė begalinė. Paveiksle išryškintas vienas intervalas ЇЕН nį iš 


tų, kuriuos sudaro argumento reikšmės, tenkinančios nagrinėjamą 
nelygybę. 

Norėdami parašyti pilną atsakymą, turime atsižvelgti į kotan- 
gento periodiškumą: 


2 +лЁ<<х<л-ЬлЁ, kez. W 


113 pav. 
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Pratimai 


Išspręskite nelygybes: 


РЕ Зүг ҮЗ V° А 

805. sin хє : 806. cos x< Tg “š 807. sin <> 0,5055. 
4808. cos x= 0,7900. 809. sin 2x < ҮЗ . 

: : л ‚ш 1 ‚_ [8 з 
810. sin x cos > +sin > соз x< гж 811. sin (27 -х)> 2. 


812. 2 sin x cos +> LŽ. 813. tg xz V3. 814. tEx« 75: 
E: LL] 


g cos x+sin g sin x>- . 816. sin(3x—1) < — 2 Я 


815, cos 2 


Išspręskite nelygybes: 


3:817*. ctg x<: 818*. ctg x< ҮЗ. . 8198, ctg(x—x) « —1. 

1 д 1 | tg x+tg 2x 

8205. ctg (5 -x) >73 . 821*. gx tg x zl. 
[rodykite tapatybes: 

: лох (m xj _ 

822. tg (2+5) —tg (2-5) =2 tg x. 

: sin a—sin За 

823. cos @—соз За 


=ctg 2a. 


sin(x—z)tg (х- =) 


'824. ——— M—— — 1. 

cos (2 +a) ctg(n—x) 
825. cos х tg (m+ x) tg (2 -x) — = 

sin (3 -3| 
л, 

cos m =) ” 
1826. ^ sn(a-x) = COS (3 +o) 2 
897. 5їп?(@—630°) _ 1 --cos (a —90*). 


1--5(-0) 


:54. Trigonometrinių lygčių sprendimo pavyzdžiai 


52,skyrelyje buvo parodyta, kaip sprendžiamos paprasčiausios. 
"trigonometrinės lygtys. 

Pasitaiko ir sudėtingesnių trigonometrinių lygčių, kurias spren- 
džiant tenka taikyti formules, išreiškiančias trigonometrinių funk- 
cijų savybes. Išnagrinėjame kelis pavyzdžius. 
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1 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
6 sin? x—5sin x+ 1-0. (1) 
Pakeičiame lygties kintamąjį: sin x— y. Tada (1) lygtį galima 
parašyti šitaip: 
6y?—5y4+1=0. 


Gavome kvadratinę lygtį. Jos šaknys yra y= E ir у= T. Va- 
dinasi, sin x=+ arba sin x= L. Pirmuoju atveju sprendinys yra 
toks: 

x= (— l)*arcsin + +z, t.y. x= (—1)* S tnk, kez. 
Antruoju atveju 


х= (— 1) "агсѕіп + +лт, Бу. х= (—1)"хо+лт, meZ; 


čia хо= агсѕіп + 2 0,34. 
2 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
6 cos? x—5 sin x+5=0. 


Reiškinį cos? x pakeitę skirtumu 1—sin? x, gauname kvadratinę 
lygtį sin x atžvilgiu: 


6(1—sin? x) —5 sin x4+5=0. 
Iš čia —6 sin? x —5sin x+ 11=0, 


iy 
6 sin? x+5 sin x—11-20. 


Kaip ir 1 pavyzdyje, pakeiskite kintamąjį, pažymėję sin x=g. 


Tuomet 67?4-5y —11—0; iš čia y=1 агра у= — H Lygtis sin x= 


x 
1 : - 11 : : 

== — = neturi sprendinių, nes — гэ, Lygties sin x—] spren- 

diniai yra 


3 pavyzdys. Lygtis 
cos 2x - sih x «0. 


taip pat ekvivalenti kvadratinei: cos2x pakeičiamas reiškiniu 
1—2 sin? х, o paskui sin x pažymimas y (pabaikite spręsti). 
4 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
tg x+2 ctg x —3. 


ЇЇ. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 161 


tg x pažymėję y ir atsiZvelge į tai, kad ctg x= i gauname 
lygti Р 
y+ 7 =3. 
Kai y0, ji ekvivalenti kvadratinei lygčiai y?—3gy--2—0, kurios 
šaknys yra y=2 ir y=l. 


I. tgx=2, x=arctg 2+nk, t. y. x= xo +z, keZ; xo—arcig 22 
£z ],11. 


II. tg x=1, x= 7 «nk, keZ. 
5 pavyzdys. Išsprendžiame lygtį 
3 sin? x —4 sin x cos x+cos? x=0. (2) 
Argumento reikšmės, su kuriomis cos x=0, nėra tos lygties 
sprendiniai, nes, kai cos x=0, turėtume lygybę З sin? x=0, o to 
paties argumento kosinusas ir sinusas kartu negali būti lygūs 
nuliui. Todėl galima abi lygties puses padalyti iš cos? х (arba 
iš sin? x) ir gauti lygtį, ekvivalenčią (2) lygčiai: 
3tg? x—4tg x--1—0; 
iš čia 
te х=] arba tg x= i. 
Vadinasi, 
x= i zh, ngeZ arba x=arctg + +лп, ne Z. 


6 pavyzdys. Lygtis 
sin? x —sin 2x=0, 
pakeitus sin 2x | 2 sin x cos x, virsta lygtimi 
sin? x —2 sin x cos x—0. 
Kaip ir 5 pavyzdyje, abi lygties puses dalijame i$ cos?x ir 
gauname lygti 
tg? x—2 tg x=0. 
Jei dalytume iš sin? x, tai turėtume atsižvelgti, kad tos x reikš- 
mės, su kuriomis sin x=0, yra duotosios lygties sprendiniai. To- 
dėl prie lygties ctg x— i —0, gautos dalyba 15 sin?x, šaknu 


reikia prijungti lygties їй = 0 &aknis. 
Tačiau yra geriau išskaidyti kairiąją lygties puse daugina- 
maisiais: 
sin x(sin x —2 cos x) = 


iš čia sin x=0, t. y. x=xn, neZ, arba sin x—2 cos x=0, tg x=2, 
t. y. x=arctg 2+ zn, nez. 
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Nemažai yra ir kitokių lygčių, kaip sin? x—sin x cos x+ cos2 x= 
=0 arba sin? x--2 sin“ x cos x —3 sin x cos? x+2 cos? x=0 ir pan., 
sprendžiamų dalijant jų kairiąją ir dešiniąją puse iš kosinuso 
(arba sinuso) laipsnio, lygaus lygties laipsniui. Suprantama, 
prieš dalijant reikia patikrinti, аг nėra duotosios lygties šaknys 
tes x reikšmės, su kuriomis cos x=0 (sinx=0, kai dalijama iš 
sin” x). Antrojo laipsnio lygtis dalijama iš cos? х (arba sin? x), 
o trečiojo — iš cos? x (arba sin? x). Paskui tg x (arba ctg x) pa- 
keitus y, gaunama algebrinė lygtis. 


Pratimai 


Išspręskite lygtis: 


828. 1--cos x4- cos 2x=0. 829. 3— cos? x —3 sin x= 0. 
830. 4 sin x —4 — cos? x. 831. tg x+ctg x=2 >. 

832. cos + = +cos х. 838. tg x-tg(7 -x) =]. 

834. 5 cos x+ 12 sin х= 13. 835. 3 cos x—2 sin 2x=0. 

836. 1 —cos x=2 sin 83 887. 1--со8 x=2 cos Fe 

838. cos 2x=2 + sin x. 839. 1⁄3 sin x—cos x= ^ 

840. cos x4- sin x=0. 841. cos? x —3sin x cos х= — 1. 


842. 3 cos? x «4 sin x cos x — sin? x. 


55. V Istorinės žinios 


Uzdaviniai, kuriuos dabar sprendZiame, taikydami trigonomet- 
rines funkcijas, atsirado seniai. Ypač daug tokių uždavinių iškėlė 
senovės astronomija. Astronomus domino sferinio trikampio, kurį 
sudaro sferos didžiųjų apskritimų lankai, kraštinių ir kampų są- 
ryšiai. Jie susidorodavo su sunkesniais uždaviniais nei plokščiųjų 
trikampių „sprendimo“ uždaviniai, kuriuos nagrinėjote VIII kla- 
sėje. 

Vietoj trigonometrinių funkcijų dabartinių lentelių senovės 
matematikai sudarinėjo stygų, jungiančių duoto ilgio lankus, ilgio 
lenteles. Pirmosios tokios lentelės, kurias sudarė graikų matema- 
tikai III—II a. prieš m. e, mūsų nepasiekė. Seniausias išlikusias 
stygų ilgio lenteles sudarė Aleksandrijos astronomas P tolomé- 
jus, gyvenęs П m.e. amžiuje. Jose pateikti apskritimo stygų 
ilgiai kas 30“. Stygų ilgis išreikštas triženklėmis šešiasdešimtai- 
nemis trupmenomis, t. у. suma 

а Вас 
60 602 69 


kurios a, b, c — sveikieji skaičiai nuo 0 iki 59. 
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V—X a. indu ir arabų matematikai taikė trigonometrines funk- 
cijas sin, cos, tg, ctg, sec, cosec, kaip tam tikrų apskritimo atkarpų 
ilgių santykį. Indijos matematikas Ariabhata (V a. pabaiga) 
žinojo formule sin? a+cos?a=1 ir pusės kampo sinuso, kosinuso 
bei. tangento formules. Jomis jis rėmėsi, sudarinėdamas tų funk- 
cijų lenteles. 

XV—XVI a. visa tai buvo papildyta Vakarų Enrepale. 

Nemažai čia yra nuveikęs prancūzų matematikas F. Vijeta 
(1540—1603). Atsiradus diferencialiniam skaičiavimui, buvo gau- 
tos trigonometrinių funkcijų išvestinių formulės. Faktiškai jas jau 
žinojo I. Niutonas, o geometriškai išvedė Kotesas (1682— 
1716). Trigonometrinių funkcijų kitimą, kintant argumentui nuo 
— оо iki oo pakankamai aiškiai įsivaizdavo Dž. Valis (1616— 
1703). Tačiau iki L. Oilerio (1707—1783) matematikai šiuo 
klausimu nebuvo nuoseklūs ir, spręsdami atskirus uždavinius, 
įvairiai apribodavo trigonometrinių funkcijų apibrėžimo sritį. Ne- 
buvo aišku, ar kalbama apie skaitinio argumento trigonometrines 
funkcijas, ar apie atkarpų ilgio priklausomybę nuo kampų didumo 
(lanko ilgio). 

Šiuolaikinių trigonometrinių funkcijų teoriją sukūrė L. Oileris 
knygoje „Begalinių mažybių analizės įvadas“ (1748). 


Papildomieji III skyriaus pratimai 


Ar gali sinusas būti lygus: 


n 


a 2 Vab 
yer? | 99, 
847. onis kad sinuso reikšmių sritis — atkarpa [—1; 1], 

o tangento ir kotangento reikšmių sritis — aibė R. 
848*. Raskite sekanto ir kosekanto apibrėžimo ir reikšmių sritis. 
Suprastinkite reiškinius: 


843. 844. аъ L? 845. 


sin x cos x : 2 TE 2 
849. M PII 850. (3 sin x+2 cos x)?-- (2 sin x —3 cos x)?. 


851. tg? x —sin? x —tg? x sin? x. 
]rodykite tapatybes: 


852. (1--tg? a) (1—sin? a) —sin? a—cos? a. 
853. sin? a sin? В +sin? a cos? B4- cos? а= 1. 


854. Duota: tg a+ctg а= m. Raskite: tg? a+ сір? а. 

855*. Įrodykite, kad sekantas yra lyginė funkcija, o kosekantas — 
nelygine. 

856. Paaiškinkite, kodėl toliau parašytos funkcijos nėra nei lygi- 
nės, nei nelyginės. Ar yra jos periodinės? 


a) V х: b): c) х+1; d) х2--х--1, e) sin x4- cos x. 
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857. 


858 


« 


859. 
860. 


862. 


864. 


866. 


868. 


870. 


871. 
872. 


873. 


875. 


876. tig 4a—tg За 


878. 


880. 
881. 


882. - 


1—cos 2a 4- sin 2a r 


Raskite funkcijos mažiausią teigiamą periodą. 


a) cos?x; b) cos?x; c) ѕіп(3х+1); d) V |sin 2x|; 


е) y=cos x4-cos 2x. 


Įrodykite, kad šios funkcijos nėra periodinės: - 


а) у= +; b) у= 


x2, 


Suprastinkite reiškinius: 
cos(a+B)cos(a—B)-+sin(a+B)sin(a—P). 


sin(a-- B) —cos a sin В 
cos (a— D) —sin a sin ñ ` 


1 — 8 sin? a cos? a. 


1—cos 2x+sin 2x 


- 1]H-cos 2x-r sin 2x ` 


cos (x— a)ctg (z -a) A 


l—sin? 2 +x) 
2 


"]-sin?(z4 x) É 


Irodykite tapatybes: 


1 4-sin 2x 
861. (sin x4-cos x)? ° 


863. 2 cos? 7 ==], 


865. 1—cosa + ү-н : 
1+соѕ а 1--с05 а 


867. .cos (a— B)tg(— а) 
869 cos? (n-a) 


2 


sin (x+45°) = т (sin x+cos x). 


sin 32? cos 15°+cos 32? sin 15?— sin 26? cos 21°+ cos 26° sin 219, 
sin(a— B) =0 


cos а cos В 


sin(B—-y) , sin(y—o) 
cos Beos y cosycosa 


sin (2 +х) —cos (+ + | 


— =t 


л 


л 
sin (4 ++) +cos (4 +х) 


tg(457+x) —tg (45?— x) 
tg (45?- x) --tg (45? —x) 


1 4-ig 4a tg За =tg а. 


l4-cos2a--sin2a — 


—2 sin x cos x. 


ga. 


(2 ) 
1—cos|5- —a 


ctg (z >a) sin (8- x) 


л 
tg? (4 +а | –1 Я 
874. = =sin 24 

tg? (4 +a) +1 

соѕ 2а _ -—sina-cosa 

877. 1+5іп 2а соѕа+ѕіпа ° 
tga 
.tg2a—tga- —R 9. , 
879. tg 2—14 cos 20, 


(sin x cos y -- cos x sin y)?+ (cos x cos y —sin x sinyjž= 1. 
sin? x (1--ctg x) +cos3 x(1-Ftg x) =sin x+ cos x. 


53 53 
cos ^y —sin 7 1 
53 53“ cos 53 


cos 2 ний 1!!! 9 


—tg 53. 


883. сіс 7 -18 


to| я 
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884. ctg x--ctg(a—x) +tg (5 +x) =ctg(22—>). 


885. sin(90?-- y) cos (180? — y) сіс (270? +) = 
= ѕіп (90° — y) sin (270° — y) сіс (90? +). 


886. Duota: tg а= +. tg p= 2. Raskite: 
tg(a+B); tg(a— В); ctg(a-- B); cig(a— В). 

887. Raskite: sin > cos 5 
а) ѕіпа=0,8 ir 0<а<5; b) tga=3 ir 180°<а<270°, 


tg F kai 


Apskaičiuokite be lentelių: 


888. sin 75° cos 75°. 889. 10 ctg 135° sin 210° cos 225° 
890. 2 sin? 225°— ctg 330° tg 405°. 
891. sin 167° sin 107°+ sin 257° sin 197°. 

1 


LZ — 
892. arcsin Lš +arccos  . 893. arccos E + агссоѕ = š 


894. arcsin (-5) + агссоѕ (-2) . 8955. arctg(— 1) 4-arccig 1 


Patikrinkite lygybes: 


. V2 3n 
896. arccos 0+- arcsin a T 897. arccos (— 1) + агссоѕ 1 — a. 
/9 /9 
898. arcsin (-72) + агсѕіп LŽ =0. 


899. Irodykite, kad arcsin ir arctg yra nelyginës funkcijos. 
Išreikškile sandaugomis: 


900. a) sin?x—sin?y; b) tg?a-—tg? В. 


901. cos x--cos 2x4-cos 8x 4- cos 4x. 
902. sin x+sin 2x - sin 3x 4- sin 4x. 


Siuos reiškinius išreikškite sandaugomis, taikydami pagal 


binį argumentą (pavyzdžiui, 1=sin 5): 
903. 1 4-sin а. 904. P —sin a. 905. P --sin о. 
906. уз —sin 35°. 907. Ž —sin? c. 908. 3 — cos? а. 
909. + —sin? a. 910. + —cos а. 911. 3—tg? a. 


912. ҮЗ-Е2 COS G. 
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913. 


914. 


915. 
916. 


917. 


918. 
919. 


920. 


921. 


922. 


923. 
925. 


927. 


929. 
931. 
933. 


Išveskite formules: 


2 4.2 

: 2tg 2 1-ig 9 
sin x= : cos x= ; 
25 igi 

246 5 1-tg! 5 

ED —# 2 
tg х= Су ctg x= хо 
1-tg ç 21g 7 


Kiekvienai šiu formuliu nurodykite aibe argumento reikšmiu, 
su kuriomis ji teisinga. 

Remdamiesi formulėmis, išreiškiančiomis trigonometrines 
funkcijas pusės argumento tangentu (913 uždavinys), iš- 
spręskite šiuos pratimus: 


Funkcijas sina, tga ir ctg a išreikškite funkcija tg + ir ap- 
skaičiuokite jas, kai cos а= — T ir л<а< a 

Raskite sin a, cos a, tga ir ctg a, kai tg 5 = 3, 

Duota: tg = —2. Raskite sin а, cos a, tg a ir ctg a. 


Raskite sin 2a, cos 20, tg 2a іг сіс 2а, kai tg a= +. 


Raskite sin 4a, cos 4a reikšmes, kai tg 2a=8. 
Raskite sin 4a, kai tg a=3. 


Išveskite formules: 

sin а cos B= + (sin(a--) +sin (a—$)). 
cos a cos B= + (cos (a-k В) + соз (a— )). 
sin a sin p= + (cos (а — В) —cos (a--8)). 


Remdamiesi trigonometrinių funkcijų sandaugos išraiška jų 
suma (920—922 uždaviniai), pakeiskite reiškinius: 


cos 407 cos 50“. 924. cos 15005 = 4 
in sind 926. sin 110° sin 50° 
sin 54 sin 5; ° 3 . 
sin (х + 2) sin (x— i) 928. sin (a+ i) sin (a— 5) . 
cos (x+ В) cos (x— p). 930. sin(x--a)sin(x—a).- 
4 sin 30? sin 20? sin 10°. 932. 4 cos 60? cos 20? cos 107. 
4 sin 25? cos 15? sin 5°. 934. 8 cos 1° cos 2? cos 4? cos 8°, 
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Parašykite reiškiniu, kurį patogu apskaičiuoti be lentelių, ir | 


apskaičiuokite: | 
935. 2 sin 22?30' cos 7°30. 936. cos 45? cos 157. 
937. sin 529307 sin 7°30. 938. sin Ž sin% . 


4 12 


939. cos Ž co 940. 8 cos 10° cos 50° cos 70°. 


12 “99 


л 
4 ° 


941. 2 cos? x. 942. 2 sin? 2x. 943. 2 cos? x cos 2x. 
944. cos? x sin? x. 945. sin? 6x. | 946. cos? 4x. 


[rodykite tapatybes: 


Sumažinkite trigonometrinės funkcijos laipsnį: | 


047. 2 sin 4x sin 2х--с05 6x= SUR 2x. 


948. sin? x cos? x— Lsin x— үдэш 5x+ 16 тє ЭШ 3х./ 


949. sin 5x cos 3x cos 6x = 1 (sin 14x 4- sin 2x 4- sin 8x — sin 4x). 


950*. Ar teisinga lygybė sin 20? sin 40? sin 60? sin 80° = е ? 
Raskite funkcijų išvestines: 
951. y=sin5x. 952. y=cos (6x+ Z). 953. y=cos?(ax+b). 


954. у= 2х sin x — (x?— 2,3) cos(x +2). 

955. у= (x?- x - 1)sin Зх. 

956. y —sin x cos x. 

957. y=tg x+ (1+ctg x)cos x. 
Nustatykite harmoninio svyravimo amplitudę, periodą ir pra- 
dinę fazę. 


958. y=3 sin [2x— =). 959. y=2 cos ($ -4x). 


960. Nustatykite, ar funkcija y-cos ( 2x— A) yra diferencialinés 


lygties y" = —4y sprendinys. 
Išreikškite harmoninio svyravimo lygtimi: 


961. y=2 (sin = sin 2x+cos Z cos 2x) Я 
962. y=3 sin 2x. 963. y —4—8 cos? x. 
Išspreskite oaa 
964. sini 5 — cos* 5 =0, 25. . 965. cos? х +4 sin? х= 2 sin 2x. 


966. 4(1--cos x) =3 sin? Z cos 5 . 967. sin x - sin 3х= 0. 
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968. 
970. 


972. 
973. 
974. 


975. 


976. 
978. 


cos 2x — cos 6x =0. 969. sin ($--x)-sin($ x) 21. 


3 sin x4-4 cos x —2. 971. sin x—2 cos x— l. 


Išspręskite nelygybes:. 


1 sin? x+ + sin? 2x> cos 2x. 


[зіп x| + |cos x| z 1. 

tg x+ctg xz y 34 T б 

a) cos? х + cos? 2х-ЕсозЁ 3x + cos? 4x z 2; 

b) cos 2x Scos 3x — cos 4x. 

Ištirkite funkcija ir nubraiZykite jos grafiką: 


y=tg x+ctg x. 977. y=x+2 sin x. 
y —sin* x. 979. y —sin? x —sin* x. 


IV skyrius 


PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


$ 13. FUNKCIJOS PIRMYKSTE 


56. Pirmykštė funkcija 


Prisiminkime, kaip diferencijavimas pritaikomas mechanikoje. 
Jei pradiniu momentu £—0 kūno greitis lygus nuliui, t. y. v(0) = 
tai laisvai krisdamas kūnas momentu £ bus nuėjęs kelią 


s(t) = $ Ë. (1) 
Diferencijuodami randame greitj: 
s (£) —v(t) = gt. (2) 
Dar karta diferencijave, 21 pagreitį: 
v'(f) =a (t) =8, (3) 


kuris yra pastovus. 

(1) formule Galilėjus atrado bandymu. Tačiau mechanikai 
būdingesnis kitas atvejis: pateikiamas dėsnis, pagal kurį kinta 
pagreitis a(t) (šiuo atveju jis yra pastovus); reikia nustatyti grei- 
čio v(t) kitimo dėsnį ir apskaičiuoti koordinatę s(f). Kitaip sa- 
kant, žinant funkcijos v(/) išvestinę (0° (4) —a(f)), reikia rasti 
'v(t), po to, remiantis išvestine 5 (1) =v(/), rasti s(1). 

Tokie uždaviniai sprendžiami integravimu, atvirkštine opera- 
cija diferencijavimui. Su integravimu susipažinsime šiame sky- 
riuje. 

Apibrėžimas. Funkcija F vadinama funkcijos f pirmykšte 
funkcija duotame intervale, kai visos x reikšmės iš to intervalo 


tenkina lygybę 
F'(x)=[(x). (4) 


1 pavyzdys. Funkcija F(x) = £ yra funkcijos f(x) = x° pir- 
mykštė funkcija intervale | — оо; oo[, nes 


xr 


koks bebūtų xe] —– оо; оо [. 


" 1 y 1 ð 
) = (x° )-24-:3x-x-[(x), 


сој $, 
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Nesunku pastebéti, kad funkcija < +7 turi tą pačią išvesti- 


ne x?. Todėl ir funkcija = +7 уга funkcijos x? pirmykštė funkcija 
aibėje R. Aišku, kad vietoj 7 galima parašyti bet kurį kitą skaičių. 
Taigi pirmykštės funkcijos radimo uždavinys turi be galo daug 
sprendinių. 57 skyrelyje išsiaiškinsime, kaip randami visi spren- 
diniai. 

2 pavyzdys. Funkcijos f(x) = нэ pirmykštė funkcija in- 

Ү х 

tervale |0; oo[ yra funkcija F(x) =? V x, nes 
ME NN 
2yx Vx 
koks bebūtų to intervalo x. Kaip ir 1 pavyzdyje, funkcija 2 V x4- C 


F' (x) = (2 Vx)'-2- 


(C — konstanta) yra funkcijos ит pirmykštė tame pačiame in- 
tervale 10: oo [. 

3 pavyzdys. Funkcija F(x) = l nėra funkcijos f(x) = — = 
pirmykštė intervale ] —oo; oo[, nes lygybė F'(x)-—f(x) taške 0 
negalima. 

Tačiau ir intervale ] —oo; O[, ir intervale ]0; oo[ funkcija F 
yra funkcijos f pirmykštė. 

W Nagrinėjome pirmykštes funkcijas 
intervaluose be galų. Pirmykštės funkcijos 
apibrėžimą kitokiems intervalams reikia 
patikslinti. Jei intervalas uždaras iš kai- 
rés (jo pradžia a), tai reikalaujama, kad 
funkcijos F dešinioji išvestinė taške a bū- 
tų lygi f(e). Jei intervalas uždaras iš de- 
šinės (jo pabaiga b), tai funkcijos F kai- 
rioji išvestinė taške b turi būti lygi f(b). 
(Kairiosios ir dešiniosios išvestinės api- 
brėžimai pateikti 18 skyrelyje.) 


114 pav. 
4 pavyzdys, Funkcija F(x) = 2-3 A 


yra funkcijos f(x) =V x pirmykštė inter- 
vale [0; oo [. Iš tikrųjų, kai x>0, 
317 
F(x) = E x) d E : 

Nurodyto intervalo kairiajame gale 
(taške 0) funkcijos f reikšmė (f(0) =0) 
yra funkcijos F dešinioji išvestinė taške 0 
4114 pav.). 115 pav. 
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5 pavyzdys. Funkcijos f(x) =1 pirmykštė intervale (0: 1] 
yra kiekviena funkcija ria dius Iš tikrųjų, kai 0<х<1, tai 


F' (x) = (x+ C)! 214-0— 1. 


Savaime aišku, kad funkcija F taškuose x=0 ir x=1 turi ati- 
tinkamai dešiniąją ir kairiąją išvestinę, lygią 1 (115 рау). V 


Pratimai 


Įrodykite, kad funkcija F yra funkcijos f pirmykštė nurody- 
tame intervale: 


980. F(x) —x5*, f(x) =5x*, xe] —oo; œf. 
981. ės f(x) = cos x, x€] — oo; oo [. 


982. Р(х) ea s, f(x) = —x^*, xe&]0; ol. 
983. F(x)e4—cos <, f(x) —sin x, xe] —oo; eo [. 
984. F(x) -4x*, f(x) = ub хе10; оо [. 
“985. F(x) -tg x= V 2, f(x) = z ‚ х= |-Ž 2 sb 
986. Е(х)-41 ^ xi—5, f(x) ===, xe]0;oo [. 

А х 


987. F(x) 23—ctg x, цах , х=]0; nl. 


988. F(x) =3 V x, f(x) = "E 
989. F(x) —x?, f (x) =2x, же [0 1]. 


990. F(x) —sin? х, f (x) =sin 2x, XER. 
991. F(x) =ѕіп 3x, f(x) 23 cos 3x, xeR. 


992. F (x) -14— +, JG) = 1, xe] — оо; @[. 


x2 


хєз|0, оо [. 


993. F(x) -9- L, f(x) = iy. хє |0, oo[. 


x? 
Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją aibėje R: 
994. f(x) =2 >. 995. f(x) =x. 996. f(x) =x. 997. | (х) вх 


57. Pagrindiné pirmykstés funkcijos savybé 


Integravimo uždavinys — rasti nurodytos funkcijos visas pir- 
mykštes funkcijas. Siam uždaviniui išspręsti didele reikšmę turt 
tokia lema. 

Lema (funkcijos pastovumo požymis). Jei F'(x) =0 inter- 
vale I, tai funkcija F yra pastovi tame intervale. 
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Įrodymas. Iš intervalo / fiksuojame x; Remdamiesi La- 
granžo teorema, kiekvienam to intervalo skaičiui x galime nuro- 
dyti skaičių c, esantį tarp x ir xo, kad būtų teisinga lygybė 

F(x) — F (xo) =F (с) (x— хо). 
Kadangi ce! (c yra tarp to intervalo skaičių х ir хо), tai pa- 
gal sąlygą F'(c) =0. Vadinasi, ir 
F(x) — F (xy) =0. 
Taigi intervalo 7 visi x tenkina lygybe 
F(x) =F (xo), 
t. y. funkcija F turi pastovią reikšmę. 

Įrodysime pirmykščių funkcijų pagrindinę savybę. 

Teorema. Sakykime, kad funkcija F yra funkcijos | pirmykš- 
tė intervale I. Tada: 

1. Kokia bebūtų konstanta C, 

F(x)+C 
“ taip pat yra funkcijos f pirmykštė intervale I. 
2. Kiekviena funkcijos f pirmykštė intervale I gali būti para- 
šyta taip: 
| Е(х)--С. 
Irodymas. 1. Рава! salyga funkcija F — funkcijos f pir- 
mykštė intervale /. Vadinasi, 
F' (x) =Í (x), 
‚ koks bebūtų xe/. Todėl 
(F(x) C)! « F' (x) +C'=į (x) -0-1(х), 
t. y. F(x) +C — funkcijos f(x) pirmykštė. 

2. Remsimės funkcijos pastovumo požymiu. Sakykime, kad Ф — 

funkcijos f pirmykštė intervale /, t. y. 

O (x) =Í (x) 
su visais хє/. Tada 

(Ф (x) - F (x))' =0 (х) — Р(х) «f(x) -[ (x) =0. 
Iš čia, remiantis funkcijos pastovumo požymiu, išplaukia, kad 
skirtumas Ф Г yra pastovi funkcija intervale /. 
` -Taigi 
D-F=C, і у. DO=F+C. 

Tai ir reikėjo įrodyti. 

Pirmykščių funkcijų geometrinė prasmė yra tokia: funkcijos | 
bet kurios pirmykštės grafiką pastūmus lygiagrečiai ašiai Oy, 
gaunamas kitos pirmykštės funkcijos grafikas (116 pav.). 
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116 pav. 


117 pav. 


l pavyzdys. Taškas juda tie- 
se. Jo pagreitis a pastovus. Pradiniu 
momentu 10-40 taško pradinė koor- 
dinatė хо ir pradinis greitis оо. Ras- 
kime taško koordinatę x(f) kaip lai- 
ko funkciją. 

Kadangi x'(f)-v(f) ir v(t)= 
=a(t), tai iš sąlygos a(t)=a iš- 
plaukia: 


v' (t) =a. 
Iš čia 
v (f) —at4- Ci. (1) 
[rase £,—0 į (1) lygybę, gauname 
Су = 00. 
Vadinasi, 


x' (f) =v (t) =at+ vo. 
Taigi 


x(t) = 88 tuot Cs. (2) 


Norėdami rasti С», į (2) lygybę 
įrašome 70-40. Gauname C;= xe. 
Vadinasi, 


x(t) = аг + Uol + Xo. 
2 pavyzdys. Raskime funkci- 
pies pirmykštę funkciją *, kurios 


grafikas eina "as tašką M(9; —2). 
Funkcijos —— 
] асе 


2 Vx+C. 


pirmykštės уга to- 


kios: 


Šių pirmykščių grafikai pavaizduoti 117 paveiksle. Rasime 
gralikg, einantį per tašką M(9; —2). Išsprendžiame lygtį 


—2=2 V 94C. 


Gauname C= —8. Vadinasi, ieškomoji pirmykštė funkcija yra 


2V x—8. 


* Ieškant funkcijos f pirmykštės, trumpumo dėlei nenurodomas intervalas, 
kuriame apibrėžta funkcija f. Turimi galvoje ilgiausi intervalai. Nagrinéjamu 


atveju funkcija f(x) = 
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== apibrėžta intervale 10, oo [. 


Sakykime, kad F(x) — funkcijos f(x) pirmykštė. Reiškinys 
F(x) +С (С — konstanta) vadinamas funkcijos f(x) pirmykščių 
„bendra išraiška“. Pavyzdžiui, —cos х-ЕС yra iunkcijos sin x pir- 
mykščių bendra išraiška. 

Lentelėje pateiktos laipsninės ir kai kurių trigonometrinių 
funkcijų pirmykštės funkcijos. 


Funk- 
cija 


k (kons- 
tanta) 


2 sin x | cos X 


cos? x 


Pirmy- | 


4-6 —cos *+C | sinx+C| tgx+C | —ctg x--C 


Savarankiškai patikrinkite, ar lentelė užpildyta teisingai. 


Pratimai 


Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina 
per nurodytą tašką A: 
998. р(х) x3; A=M(2; 1). — 999. f(x) = —5-; A-M (5; 0). 
1000. (х) =sinx, 4--М(0, 3). 1001. f(x) = —2, 4=M(3; 5). 
1 
1002. 10151 А=мМ(—+ 3). 1003. f(x) =cos x, A- M(5s 0). 


1004. Funkcijos y vienos pirmykštės funkcijos grafikas eina 
X 
per tašką (1; 2), o kitos — per tašką (8; 4). Katras gra- 
likas yra aukščiau? Kam lygus šių pirmykščių funkcijų skir- 
tumas? 
Raskite funkcijos | pirmykštę funkciją Р, įgyjančią nuro- 
dytą reikšmę nurodytame taške: 


1005. f(x) —x?, F(3) =0. 1006. j(x) = — 5, К(1)=—1. 
1007. | (х) =sin x, F(1) =7. 1008. 1(5)- =>. F (&) Sel, 


58. Trys pirmykščių funkcijų radimo taisyklės 


Pirmykščių funkcijų radimo taisyklės panašios į atitinkamas 
diferencijavimo taisykles. 

1 teorema. Jei F yra funkcijos į pirmykštė funkcija, о G — 
funkcijos g pirmykštė, tai F+ G yra funkcijos [+ g pirmykštė funk- 
cija. 


175 


Kadangi 7'—f іг G'—g, tai, remdamiesi sumos išvestinės skai- 
čiavimo taisykle, rašome: 
(ЕС) -Р--07--1--6. 
2 teorema. Jei F уга junkcijos | pirmykštė funkcija, k — 
konstanta, tai ЁЁ yra funkcijos kf pirmykštė funkcija. 
Kadangi pastovų dauginamąjį galima iškelti prieš išvestinės 


ženklą, tai 
(RF)! = kF' = kf. 


3 teorema. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, 
k ir b — konstantos, be to, k0, tai + F(kx--b) yra funkcijos 
f(kx+b) pirmykštė funkcija. 
Pagal sudėtinės funkcijos išvestinės skaičiavimo taisyklę (pri- 
simename, kad F'=j): 
[+ F(kx+b)) = LF'(kx+b)-k=f(kx+b). 


Pateikiame šių teoremų pritaikymo pavyzdžių. 
l pavyzdys. Raskime funkcijos x?4- 2 pirmykščių bendrą 
išraišką. 
Kadangi funkcija x3 — viena funkcijos £. pirmykščių, o funk- 
cija + — viena funkcijos — I pirmykščių, tai pagal 1 teoremą 
1 


funkcijos xš+ + viena pirmykščių yra funkcija zo 


Atsakymas. = L +C. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) =5 соѕ x viena pir- 
mykščių. 

Kadangi funkcijos cos x viena pirmykščių yra sin x, tai, pri- 
taikę 2 teoremą, gauname atsakymą: 5sinx. 

3 pavyzdys. Raskime funkcijos sin(3x—2) vieną pirmykš- 
čių funkcijų. 

Funkcijos sin x viena pirmykščių yra —cos x. Pagal teoremą 
ieškomoji pirmykštė funkcija yra 


1 
— эр 008 (3x — 2). 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos fer vieną pirmykščių 
funkcijų. 

; дө ШИ 1 2 ы | : 

Kadangi funkcijos — viena pirmykštë funkcija yra — 12 tai, 


remiantis 3 teorema, ieškomoji pirmykštė funkcija yra 
1 -1 1 
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5 pavyzdys. Raskime 2 
4-3 r4e——— 


= 3x 


viena pirmykšëiu funkciju. 
Kaip ir ankstesniuose pavyzdžiuose, remdamiesi 1-5 їеогета, 
įsitikiname, kad ieškomoji funkcija x 


7“ s xVx+ + tg 3x. 


Pratimai 


Parašykite funkcijos pirmykščių bendrą išraišką: 


1009. 5x2— 1. 1010. z —A4 sin x. 1011. kx+b. 
1012. ax?-- bx 4- c. 1013. 1— cos 3x. 1014. uS 

. "E 2 5 
1015. Žž. 1016. 7sin 3-2. 1017. ==: 
1018. V 3x — 2. 


1019*. Akmuo išmestas aukštyn. Nepaisydami oro pasipriešinimo, 
sunkio jėgos, o pagreitį laikydami g=9,8, raskite: 1) di- 
džiausią akmens pakilimo aukštį, kai pradinis greitis 06; 
2) akmens greitį aukščiausiame taške; 3) laiką, per kurį 
akmuo nukris žemėn. 

1020*. Raskite kelią, kurį nueina taškas per laiko tarpą nuo ѓ=0 
iki £—5, kai taško greitis kinta pagal dėsnį 0-49,8/-4,003Р, 
Koks taško pagreitis kelio pabaigoje (/=5)? 

1021*. Judančio taško greitis kinta pagal dėsnį v=Rt+a V t. 
Raskite kelią, kurį nuėjo taškas per laiko tarpą nuo /=0 
iki 1-4, ir pagreitį kelio pabaigoje. 


$ 14. INTEGRALAS 


69. Kreivinės trapecijos plotas 


Sakykime, kad atkarpoje (8: b] apibrėžta tolydi, nekeičianti 
ženklo funkeija /. Figūra, kurią apriboja tos funkcijos gralikas, 
ašies Ox atkarpa (40, b] ir tiesės x=a irx=b (118 pav.), vadina- 
ma kreivine trapecija. 119—122 paveiksle pateikti kreivinių tra- 
pecijų pavyzdžiai. 

Kreivinių trapecijų plotams apskaičiuoti dažnai taikoma šito- 
kia teorema. 


12. Algebra ir analizės pradmenys 1Х—Х1 kl. 177 


119 pav. 


121 pav. 
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Teorema. Sakykime, kad f — 
tolydi ir neneigiama atkarpoje [a; b] 
funkcija, S — atitinkamos kreivinės 
trapecijos plotas (žr. 118 pav.). Jei 
Е yra funkcijos | pirmykštė atkarpo- 
je [a; 6], tai 

S=F(b)—F (a). (1) 


Įrodymas. Išnagrinėkime funk- 
ciją S(x), apibrėžtą atkarpoje [a; 5]. 
Jei x=a, {аі S(a)=0. Jei a<x<b, 
tai S(x) — kreivinės trapecijos ploto 
dalis, esanti | Каїге nuo vertikalio- 
sios tiesės, einančios per tašką 
M(x; 0) (123 pav.). Atkreipiame dè- 
тез}, kad S(6)=S (5 — kreivinės 
trapecijos plotas). 

Įrodykime, kad 


S’ (x) =f (x). (2) 


Iš tikrųjų, pagal išvestinės apibrė- 
žimą 


S'(x) =lim AD (3) 


Išsiaiškinkime skaitiklio AS(x) geo- 
metrinę prasmę. Kad būtų papras- 
čiau, išnagrinėkime atvejį Ax>0 *. 
Kadangi 

AS (x) =S(x4+Ax) — S (x), 


tai AS(x) — 124 paveiksle subrūkš- 
niuotos juostos plotas. Išnagrinėki- 
me to paties ploto AS(x) stačiakam- 
pi, kurio pagrindas — atkarpa [x; 
х+Ах] (125 pav.). Sio stačiakam- 
pio viršutinė dalis kerta funkcijos 
grafiką taške, kurio abscisė ce 
є | х) x--Ax]. Priešingu atveju jo 
plotas bus didesnis už AS(x) arba 
mažesnis už AS(x). Vadinasi, sta- 


čiakampio aukštinė lygi f(c). Pagal 


5 Atvejis Ах« 0 nagrinėjamas analogiš- 
kai. Pabrėžiame, kad, atsižvelgdami į 171 
puslapyje išspausdintą pastabą, (2) lygybės, 
kai x=a, teisingumą aiškinsime, nagrinėda- 
mi tik teigiamas Ax reikšmes, o kal x=b — 
neigiamas Ax reikšmes. 


stačiakampio ploto formulę 
AS(x) =f(c) -Ах. Įrašę į (3) 
formulę šią išraišką, gauname: 


S (х) =lim NS == ра (о). 


Kadangi taškas с yra tarp x ir 
X--Ax, tai c artėja prie x, kai 
Ах--0. Kadangi funkcija f yra 
tolydi, tai teisinga lygybė 
lim f(c) =f (х). Taigi 

Ax—>0 


8 (x) =] (x). 
Išsiaiškinome, kad funkcija 
S(x) yra funkcijos f(x) pir- 
mykštė. Todėl pagal pagrindi- 
nę pirmykščių funkcijų savybę, 

kokie bebūtų xex[a; b], 


S(x x) =F (x) +С; 

čia С — konstanta, F(x) — 
funkcijos f viena pirmykščių 
funkcijų. Konstantą С surasi- 
me, vietoj x parašę a: 

F (a) +C=S(a) =0. 
Iš čia C= —F(a). Vadinasi, 

S(x)=F(x)—F(a). (4) 
Kadangi  kreivinés trapecijos 
plotas lygus S(b), tai, 4 for- 


mulėje vietoj x parašę b, gau- 
sime: 
S=S(b)=F(b)—F (a). 
Pavyzdys.  Apskaičiuo- 
kime kreivinės trapecijos, kurią 


riboja funkcijos x? grafikas ir 
atkarpa [1; 2] (126 pav.), plo- 
tą S 


Sprendimas. Funkci- 
jos x моллын yra funkcija 


Е()-2. Vadinasi, 
S=F(2) —F(1) = 


y=f(x) 


0 


122 pav. 


X X+AX 


124 pav. 


125 pav. 
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V Pastebėjote, kad, ieškodami funkcijos 
išvestinės, dažnai susiduriame su skaičiavi- 
mo sunkumais. Dar sunkiau rasti funkcijos 
pirmykštę. Ne visada iš karto aišku, ar na- 
grinėjamoji funkcija turi pirmykštę. Primin- 
sime, kad kiekviena tolydi intervale I funk- 
cija turi pirmykštę tame intervale. Tai iš 
dalies paaiškėja iš anksčiau pateiktos (2) 
formulės išvedimo. Gali pasitaikyti, kad 
funkcija yra paprastos išraiškos, tačiau jos 
pirmykštės negalima išreikšti mokykloje na- 
grinėjamomis funkcijomis. Tokia yra, pavyz- 


126 pav. džiui, funkcija V 5-1. W 


Pratimai 


Apskaičiuokite kreivių apribotų figūrų plotus: 


1022. y=x7, y=0, x=3. 1023. y=cos x, y=0, x=0, x= 53 
1024. y—sin x, y=0, 0<<х<л. 1025. y= хү Y= 0, xal, x=2. 
1026. y=2x—x?, y —0. 1027. перс, у=0, х=0. 


60. Integralas. Niutono— Leibnico formulė - 


Kreivinės trapecijos plotą galima apskaičiuoti ir kitaip. Та! 
paaiškinsime šiame skyrelyje. 

Paprastumo dėlei sakykime, kad funkcija f yra neneigiama ir 
tolydi atkarpoje (0: b]; tada atitinkamos kreivinės trapecijos plo- 
tą apytiksliai galima apskaičiuoti šitaip. 

Atkarpą [a; b] padalykime taškais Хо--а« x, < X <... < xac 
<x„=b į n vienodo ilgio atkarpų. Sakykime, kad 

Ax= I 1 (ë= |, 84750 п— 1, п). 

Ant kiekvienos atkarpos [x,—:5 xx], Каір pagrindo, braiZome 

stačiakampį, kurio aukštis lygus [ (хь). Šio stačiakampio plotas 


З= РО) Ax 725 EG i), 


о visų tokių stačiakampių (127 pav.) plotų suma 


А, 


(Z — graikų abėcėlės raidė „sigma“). 


(Ха-1)) 
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Remiantis funkcijos f toly- 
dumu, nubraižytų stačiakampių 
sąjunga, kai n didelis, t. y. kai 
Ax mažas „beveik sutampa“ su 
nagrinėjama kreivine trapecija. 
Todėl darome prielaidą, kad eg- 
zistuoja riba 


S=lim > (a; b). 


n—00 


127 pav. 


Ji yra plotas kreivinės trapecijos, kurios pagrindas atkarpa [a; b] , 
ir kurią riboja funkcijos f grafikas. Ši prielaida teisinga. Galima ' 
įrodyti, kad egzistuoja kiekvienos (nebūtinai neneigiamos) toly-. 
džios atkarpoje [a; b] funkcijos f riba S. Si riba vadinama (pës. 
gal apibrėžimą) funkcijos f integralu nuo a iki b ir žymima 


f f(x)dx: 


lim У, (а b)= f f(x)dx (1) 


(skaitoma: „integralas nuo a iki b ef iks dé iks“). Skaičiai a ir b 
vadinami integravimo rėžiais, a — apatiniu, b — viršutiniu. Zenk- 
las f vadinamas integralo ženklu. Funkcija | vadinama pointegra- 
line funkcija, o kintamasis x — integravimo kintamuoju. 

Taigi, jei f(x) >0 atkarpoje [a; b], tai atitinkamos krelvinés · 
trapecijos plotas S išreiškiamas formule 


S= | f(x) dx. (3) 


V Norėdami apytiksliai apskaičiuoti integralą, išnagrinėkime į 
sumas Ў. (а; b). Tačiau patogiau remtis sumomis 


Y, -225(1 а) Ра) Раз) +... EG) + GS) ) 


imin 


kurių dėmenys lygūs ,jbréZty" j kreivinę trapecija ir laužčių áp- 
ribotų trapecijų plotams, kai funkcija f teigiama (žr. 128 pav). 
Pritaike trapecijos ploto formule, gauname: 
ЁЭ =S FS. 
e, P Een) р-а Heo (xo) . = a +03108) у 


Оч rg өөө Le). Y 


n 
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128 pav. 129 pav. 


Palygine ankstesnes kreivinés trapecijos ploto išraiškas 


S=F (b) ~F (a) ir S= [ f(x)dx, gauname teoremą: 

| jei F'=f, tai 
. b 

Го) ах= F(b) — F (a). (3) 


(3) formulé vadinama Niutono—Leibnico formule. Ji tinka 
"kiekvienai tolydžiai atkarpoje [a; b] funkcijai f. 

Pastaba. Integralo sąvoką naudinga apibendrinti, būtent, 
kai a>b, susitarti, kad 


6 a 
f !eyax=-— [ Ро) dx. 
a b 


Sitaip susitarus, Niutono— Leibnico formulė yra teisinga, ko- 


kie bebūtų a ir b (skyrium imant f Рх) ах=0). 

Išnagrinėsime Niutono—Leibnico formulės pritaikymo pavyz- 
džių. 

| pavyzdys. Apskaičiuokime 


x?dx. 


1—4, 


Kadangi funkcijos f(x) = х2 pirmykštė yra =, tai 
2 


Ede d. [19 
15585: 3 79 
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Funkcijos F pokytis sutrumpintai Zymimas F (x) L. t. y. 
F (b) — F (a) — F (x) ж 


Taigi Niutono—Leibnico formulė rašoma taip: 
Š b 
| feoax- reo |. (4) 
2 pavyzdys. Pritaikę sutartinį žymėjimą, gauname: 
| sin x dx= —cos ын = — cos 1— (— cos 0) = 


3 pavyzdys. Remdamiesi pateiktu integralo apibrėžimu, 
negalime kalbėti apie funkcijos $ integralą nuo —1 iki 2, nes 
Би [= 1; 2] ji nėra tolydi. Be to, funkcija -4 nėra funk- 
cijos = ; pirmykštė toje atkarpoje, nes tos atkarpos taškas 0 nepri- 
klauso funkcijos L apibrėžimo sričiai. 


4 pavyzdys. Apskaičiuokime kreivių y=1—x ir y=3— 
—2x— x? apribotos figūros plotą. 
Nubraižome kreivių grafikus (129 pav.) ir iš lygties 


I—x=3—2x— х? 
randame ju susikirtimo tašku abscises. Išsprende lygtj, suZinome, 


kad' х-1 ir х= —2. Ieškomasis plotas — kreivinės trapecijos 
BADC ir trikampio BAC plotu skirtumas. Pagal (2) formule 


1 


1 
3 
Ssapc= Ї (3-2х-х2)4х-- (3х—х%— 2) 
2 
-3-1- 5+—-3-(-2)+(-2)+ CD =9; 
1 1 9 
Ssac= у |AB|- |BC| 2 >:3-3=5 


Vadinasi, subrūkšniuotos figūros plotas lygus EI 


5 9 
5$=5вдрс—Эвлс= °° 
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Pratimai 


Apskaičiuokite integralus: 


E E 
1028. | x*dx. 1029. | cosxdx. 1030. | -2-. 
—1 т 0 
т 1 
WE d га d 
53 X x 
1031. | —. 1032, | © 1033. [ 2 
т 2 
-4 : 
10 4 „8 
dx dx dx 
1034. [ <. 1035. f =. 1036. | == 
1 T h я E x 


Nusibraižę apskaičiuokite kreivių apribotų figūrų plotus: 
1037. у--33, x=1, х=3, y-0. 1038*. y= Vx, y=0, x=4. 
1039. ;j—2--x— x?, y —0. 1040. y—cos x, y=0, |1 9 
1041. у= х2, у= 2х. 10425, у= x?, у= V x. 
1043. Jei funkcija f(x) tolydi atkarpoje [a; b] ir f(x) <0, tai 
Ї Ї(х)4х---45, čia S — atitinkamoskreivinės trapecijos plo- 


tas. Įrodykite. 
b ё b 
1044. Įrodykite, kad f f(x)dx= Ї f(x)dx+ | f(x)dx. 


c 


1045. Funkcijos f grafikas pavaizduotas 130 paveiksle (kreivinės 
trapecijos, kurių plotai Si, Ss, S3, subrūkšniuotos). Įrodykite, 
b 
kad | f(x) dx2 S$1— S>+ Ss. 


1046. Funkcija f(x) — tolydi in- 
tervale, kuriam priklauso 
taškai a ir x. 


Išveskite integralo su kinta- 
mu viršutiniu rėžiu išvesti- 
nės skaičiavimo formulę: 


(f " 
VLL =[(х). 
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1047. Sakykime, kad judančio tiese materialaus taško greitis ly- 
gus v(t). Įrodykite, kad jo koordinatę x(t) galima apskai- 
čiuoti pagal formulę 


x(f) =хо+ Í o(t)dt, 


(хо= х (to) — pradinė taško koordinatė). 
1048. Judančio tiese materialaus taško pagreitis a(t). Įrodykite, 
kad jo greitį v(/) galima apskaičiuoti pagal formule 


v(f) =0+ f a(t)dt; 


t) 


čia vo=v(fo) — pradinis taško greitis. 


61. V Kintamos jėgos darbas 


Sakykime, kad veikiamas jėgos P materialus taškas juda tiese. 
Jei veikianti jėga yra pastovi, o nueitas kelias lygus s, tai, kaip 
žinote iš fizikos, šios jėgos darbas A lygus jėgos P ir nueito ke- 
lio s sandaugai. Dabar išvesime formulę kintamos jėgos darbui 
apskaičiuoti. | | 

Sakykime, kad taškas juda ašimi Ox, veikiamas jėgos, kurios 
projekcija ašyje Ox yra kintamojo x funkcija. Pažymėkime ją f(x) 
ir tarkime, kad f yra tolydi funkcija. Materialus taškas, paveiktas 
jėgos, iš taško М (а) atsidūrė taške M(6) (131 pav.). Parodysi- 
me, kad šiuo atveju darbas A apskaičiuojamas pagal formule 


6 
A= Í f(x)dx. (1) 


Atkarpą (40: 2 padalykime j п vienodo ilgio Ax= 2-4 at. 
Кагрц: 
Ju; x<], [Zi хә], [xe Хз],..., [Ха—1; b] 

(132 pav.). Jégos darbas atkarpoje [a; b] lygus kiekvienoje at- 
karpoje jégos atliktų darbų sumai. Kadangi / yra tolydi kinta- 
mojo x funkcija, tai mažoje atkarpoje (0: xi] jėgos darbas apy- 
tiksliai lygus f(a) (x1—a); nekreipiame dėmesio į tai, kad f at- 
karpoje [a; xi] kinta. Analogiškai jėgos darbas antroje atkarpo- 


M(a) M(b) 


"0 a b x Q XFA X X, Xy  b=X X 
131 pav. :132 pav. 
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je [х; x] apytiksliai lygus 
FGa) (хә x1) ir t.t; jėgos darbas 
n-toje atkarpoje apytiksliai lygus 
f(x») (b—x4—1). Vadinasi, atkar- 
poje [a; b] jëgos darbas 

Az A4 =|(а) Ax--f (x1) Ax + 
183 pav. T. f(x) Ax. 


Lygybė tuo tikslesnė, kuo mažes- 

—., — —————5—»- nés dalijimo atkarpos. Si apytiks- 

is lé lygybé tampa tikslia, peréjus 

prie ribos, kai n neapréZtai didéja: 
A —lim An. 


n> 


134 pav. 


Kadangi sumos А, riba, kai n— оо, lygi nagrinėjamos funkcijos 
integralui nuo a iki b (žr. 60 skyrelj), tai (1) formule išvedėme. 
| pavyzdys. 5 cm ištemptos spyruoklės tamprumo jėga 
lygi 3 N. Koks darbas atliktas tempiant spyruoklę? 
Pagal Huko dėsnį jėga F, ištempianti spyruoklę didumu x, 
apskaičiuojama pagal formulę 
F=kx; 


čia А — pastovus proporcingumo koeficientas (133 pav.); taš- 
kas 0 atitinka laisvą spyruoklės padėtį. Pagal uždavinio sąlygą 


3—R-0,05. 


Vadinasi, k=60 ir F=60x. Apskaičiuojame, taikydami (1) for- 
mule: 
0,05 


A= | 60xdx=30x2 |" =0,075 (J). 
0 


2 pavyzdys. Ašies Ox taške 0 pritvirtintas m masės ma- 
terialus taškas. Apskaičiuokime to taško traukos jėgos darbą, 
atliktą, perkėlus vienetinės masės tašką iš padėties a į pa- 
dėtį b (134 pav.). 

Jei vienetinė masė yra taške x, tai pagal Niutono dėsnį ją 
veikia traukos jėga 


čia y — pastovus koeficientas; minusas reiškia, kad traukos jėga 
nukreipta į koordinačių pradžią. Ieškomasis darbas apskaičiuo- 
jamas pagal (1) formulę: 


ту ym |b ym үт | + З 
A | жаа | 30-12 em (5 2E 
Kai 0<a<b, jis yra neigiamas. 
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Pratimai 


х 

1049. Yra žinoma, kad 2 N jėga spy- 7 b 4 у” 

ruoklę suspaudžia 1 cm. Koks g<0 

darbas atliktas, suspaudus spy- 

ruoklę 4 cm? b)- X 
1050. 4 N jėga ištempė spyruoklę 0 b ü 

8 cm. Koks darbas atliktas? 1937) 
1051. 6 N jėga ištempė spyruoklę 

2 cm. Kokį darbą reikia atlikti, 135 pav. 


1052. 


1053. 


1054. 


1055. 


1056. 


1057. 


1058. 


norint ištempti spyruoklę 6 cm? 

Didumo q elektros krūvis yra taške O. Jo veikiamas elektro- 
nas juda tiese nuo a iki b. Raskite krūvių sąveikos jėgų 
darbą (135 pav.). (Kulono dėsnį išreiškiančios formulės 
proporcingumo koeficientą laikykite lygiu y.) 

Kanalo skerspjūvis — lygiašonė trapecija, kurios aukštinė A, 
o pagrindai а ir b (ab, a — viršutinis pagrindas). Raskite 
jėgą, kuria vanduo, užpildantis kanalą, slegia užtvanką. 
Akvariumo pagrindas — stačiakampis, kurio kraštinės a їг 9. 
Į akvariumą pripilta vandens iki aukščio А. Raskite jėgą, 
kuria vanduo slegia akvariumo sieneles. 

Cilindrinio bako dugne yra kiaurymė. Pro ją vanduo teka 
į baką, kurio aukštis lygus A, pagrindo spindulys r. Ap- 
skaičiuokite darbą, atliktą pripildžius baką. 

Tiesėje yra m masės materialus taškas ir vienalytis mate- 
rialus strypas, kurio masė M ir ilgis I. Jie traukia vienas 
kitą pagal Niutono dėsnį. Apskaičiuokite šios traukos jėgą, 
kai atstumas nuo taško iki strypo lygus r. (Niutono dėsnį 
išreiškiančios formulės proporcingumo koeficientą laikykite 
lygiu y.) а 

Vienalytis strypas, kurio ilgis I=20 ст, horizontalioje 
plokštumoje sukasi apie vertikalią ašį, einančią per jo ga- 
la. Kampinis sukimosi greitis о = 10л5-!. Strypo skerspjü- 
vio plotas S=4 cm?, strypo medžiagos tankis о=7,8 g/cm?. 
Raskite strypo kinetinę energiją. 

Vienalytė stačiakampė plokštelė, kurios kraštinės a—50 cm 
ir b=40 cm, sukasi apie kraštinę a pastoviu kampiniu grei- 
Чи o-3x 8-1, Plokštelės storis d=0,3 cm, plokštelės me- 
džiagos tankis о=8 g/cm?. Raskite plokštelės kinetinę ener- 
giją (į plokštelės storį nekreipkite dėmesio.) 


62. V Istorinės žinios 


b 


60 skyrelyje integralas [родах buvo apibrėžias kaip sumos 


a 


S,= > Ga) Ax 


riba (2 — sumos ženklas). 


187 


Taip apibréZiant integrala, nebütina i$ anksto susipaZinti su 
išvestinės ir pirmykštės funkcijos sąvoka. XVII ir XVIII a. ma- 
tematikai nevartojo ribos sąvokos, vietoj to sakydavo „be galo 
mažų dėmenų suma, kai dėmenų be galo daug“. Pavyzdžiui, jie 
įsivaizdavo, kad kreivinė trapecija (136 pav.) sudaryta iš verti- 
kalių f(x) ilgio atkarpų, kurių plotas lygus be galo mažam dy- 
džiui j(x)dx. Atitinkamai ieškomasis plotas buvo laikomas lygiu 
be galo mažų plotų sumai 


S= ЕЭ f(x)dx, 


а< х= б 


kurios dėmenų be galo daug. Kartais netgi buvo pabrėžiama, kad 
kai kurie šios sumos dėmenys yra nuliai, tačiau ypatingos rūšies 
nuliai. Jų sudėjus be galo daug, gaunama teigiama suma. 

Remdamasis tokiu palyginti abejotinu teiginiu, J. Kepleris 
„Naujojoje astronomijoje“ (1609) ir „Vyno statinių stereometri- 
joje“ (1615) teisingai apskaičiavo plotus (pavyzdžiui, elipsės 
apribotos figūros plotą) ir tūrius (pjaustydamas kūną į be galo 
plonas plokšteles). Šiuos tyrimus tęsė B. Kavaljeris (1598-- 
1647). 

B. Kavaljeris nurodė principą (dėsnį), kuris ir dabar tebėra 
svarbus. Tą principą formuluodamas, jis laikėsi kai kurių papil- 
domų sąlygų. Kavaljerio principą paaiškinsime pavyzdžiu. Saky- 
kime, kad reikia apskaičiuoti 137 paveiksle pavaizduotos figūros 
plotą. Ribojančių figūrą iš viršaus ir apačios kreivių lygtys yra 
tokios: 

y=f(x) ir у=) +C. 


Įsivaizduodami nagrinėjamą figūrą sudarytą iš „nedalomų“, 
Kavaljerio terminais, be galo siaurų stulpelių, matome, kad visų 
jų ilgis lygus C. Stumdami juos vertikalia kryptimi, galime gauti 
stačiakampį, kurio pagrindo ilgis lygus b—a, o aukštis C. Todėl 
ieškomasis plotas lygus gauto stačiakampio plotui, t. y. 


S=S'=C(b—a). 


y y=f(x)? 
y=f(x) 


0| а x b X 


136 pav. 137 pav. 
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Bendrasis Kavaljerio principas plokščiųjų figūrų plotui formu- 
luojamas taip. Sakykime, kad lygiagrečių tiesių pluošto tiesės ker- 
ta figūras Ф, ir D, vienodo ilgio atkarpomis (138 pav.). Tada: 
figūrų O, ir Ф, plotai yra lygūs *. Analogiškas principas уга tei- 
singas stereometrijoje ir taikomas, ieškant tūrių. 

Abstraktųjį integralą 


f f(x)dx 


apibrėžė Leibnicas kaip funkcijos grafiko „visų ordinačių sumą“ 
(turima galvoje, kad ordinatės padaugintos iš „be galo mažo“ 
abscisės pokyčio dx). Dabartinis integralo užrašymas priskiria- 
mas Leibnicui, žymėjusiam sumą didžiąja raide S. Integralo pa- 
vadinimas priklauso Leibnico mokiniui J. Bernuliui. 

Vadinasi, integralas iš pradžių nebuvo siejamas su išvestine. 
Todėl diferencijavimo ir integravimo ryšio nustatymas buvo di- 
delis atradimas. Šį ryšį bendru atveju nustatė Leibnicas ir Niu- 
tonas: jei 


F' (x) f(x), (1) 
tai 
F(x)= | i(z)dz+C. (2) 


а 


Atvirkščiai, i$ (2) lygybės išplaukia (1). 

Sistemingą elementariųjų funkcijų integravimo tyrimą užbaigė- 
Oileris knygoje „Integralinis skaičiavimas“. Greitai paaiškėjo, kad 
ne visų elementariųjų funkcijų integralai išreiškiami elementa- 
riosiomis funkcijomis. Didysis rusų matematikas P. Čebyšo- 


Ps 


“> 


138 pav. 


* Samprotaudami taip, kaip XVII a. matematikai, praleidžiame išlygas, be 
kurių teiginys ne visai tikslus. 


18% 


vas 


(1821—1894) ištyrė kai kurių iracionaliuju funkcijų (va- 


dinamųjų diferencialinių binomų) integravimą. 
Dabartinė apibrėžtinio integralo kaip integralinių sumų ribos 
sąvoka priklauso O. Koši. 


IV skyriaus papildomieji pratimai 


1059. 


Parašykite funkcijos pirmykščių bendrą išraišką: 
7-4х. 1060. x?-- 4x — 7. 


1061. ax?4-bx?-Fcx--d (a, b, c ir d — konstantos). 

1 O c1 x a 3 

1062. Gimp 1063. YES 1064. 2 sin 5 +3 cos бх. 

1 2 s 4 7 

1065. 3x— CS ` 1066. (x39 T sinz3zx ° 
Raskite tas funkcijos ] pirmykštes, kurių grafikai eina per 
nurodytąjį tašką: 

1067. f(x) = Vx, M(9; 1). — 1008. f(x) = 5, М(1; —3). 

1 5 

1069. = — M(— Is 5). 
ГО) vam М(—1; 5) 

1070. Funkcijos V х vienos pirmykštės funkcijos grafikas eina per 
tašką (9; 15), o kitos — per tašką (1, 1). Katras gralikas 
yra aukščiau? 

Apskaičiuokite integralus: 
2x s Зх 4 
. x x 

1071. Í sin — dx. 1072. ' 2 
—т 0 cos? ç 
т 3 

1073. Í sin(8x— #) dx. 1074. | (1--2x)*dx. 

0 0 
—18 Зе x 
M х + 
1075. | V 2— 4 dx. 1076*. | sin? x dx. 
3 --т 
—2х 2x 
1077*. f sin 8x cos 5x dx. 1078*. | cos? nx dx, nexN. 
0 0 
21 2 


1079”. [sin kxsinmx dx, k, тєМ. 10805. Ї 23 ах: 
р i 
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Зөн 
~ 


Apskaičiuokite kreivių apribotų figūrų plotus: 
1081. у= — "P y=0, x21, x=4. 


1082. у= $, y=7—3x. | 1083. y-2—x—xt, y=0. 


1084. y=x2, y=2x—x7. 1085. у= х2", y=1. 
1086. y=x2—2x42, y=244x—x7. 
1087*. y= V x, у= V 4—3x, y=0. 


Įrodykite lygybes: 
b b b 
1088. | (f(x) +g (z))dx= f Ma)dx+ f g(x)dx. 


b b 
1089. | kf(x)dx=k | Р(х) ах (k— konstanta). 


b kb+e 
1090. f f(kx+c)dx=} f f(x)dx (k ir c — konstantos, 650). 
a ka+e 


1091. Taikydami Niutono — Leibnico formule, jrodykite, kad inte- 
gralas nepriklauso nuo kintamojo žymėjimo, t. y. 


b b š 
[тода f ндан | одаг 


[rodykite, kad funkcija F уга funkcijos f pirmykštė nurody- 
tame intervale: 


1092*. MAU f(x) 21, хє (0: oo[. 
1093*. F(x) = |х|, f(x) = —1, xe] — eo; O[. 


10943, Р(х) =х. Я, f(x) = |х|, xeR. 


Įrodykite: 
«cT 


1095. f [(х)ах= [ f(x)dx, kai [(x-- T) -f(x) su visais xeR. 


1096. 17122 kai f(x) >0 atkarpoje (4: b]. 


b 


b 
1097. f f(x) dx | g(x)dx, kai f(x) <g(x) atkarpoje [а; b]. 
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10985, | f(x)dx=0, kai f(—x)— —f(x) su visais x iš atkar- 


pos [—a; a]. 


1099*. Ї f(x)dx=2 f f(x)dx, kai р(х) f(x) su visais x iš 
—a 0 


atkarpos [—а; a]. 
b 18 b 
1100. | [ico dx |< f If (x) (х, kai a<b. 


1101. Taškas juda parabole y—x?—2x--3. Jo projekcijos abscisiu 
ašyje greitis o yra pastovus. Raskite taško projekcijos ordi- 
načių ašyje greitį ir pagreitį. 

1102. Taškas juda funkcijos у=х3— 2х? grafiku. Jo projekcijos 
abscisių ašyje greitis v yra pastovus. Raskite šio taško pro- 
jekcijos ordinačių ašyje greitį ir pagreitį. 

1103*. Įrodykite, kad panašių kreivinių trapecijų plotų santykis 

lygus panašumo koeficiento kvadratui. 

1,045, Įrodykite, kad elipsės, kurios pusašės yra a ir b, plotas ly- 

gus nab. 

1105*. Raskite vienalyčio stataus sukimosi kūgio masės centrą. 

1106*. Vienalytis statusis sukimosi kūgis, kurio ašis yra verti- 

kali, gramzdinamas į vandenį (viršūnė į apačią). Apskai- 
čiuokite, koks darbas atliekamas Archimedo jėgai nuga- 
lėti. 

1107*. Rutulys gramzdinamas į vandenį. Apskaičiuokite, koks dar- 

bas atliekamas Archimedo jėgai nugalėti. 

1108*. Raskite vienalytės taisyklingosios piramidės masės centrą. 

1109*. Raskite masės centrą vienalyčio apskritimo lanko, kurio 

centrinis kampas 2a. 


V skyrius 


RODIKLINĖ, LOGARITMINE IR LAIPSNINĖ 
FUNKCIJA 


5 15. RODIKLINES IR LOGARITMINES FUNKCIJOS 
PAGRINDINĖS SAVYBĖS 


63. Rodiklinė funkcija 


Primename, ką jau žinote apie teigiamo pagrindo rodiklinę 
funkciją ax. Pirmiausia apibrėžiama, kai x reikšmės sveikosios, 
paskui, kai х= Е. (р — sveikasis skaičius, q — natūrinis skaičius), 
formule 

p. == 
ах=—= а 9 =W ar. 


Apibrėžta racionaliųjų skaičių aibėje, minėta funkcija šioje 
aibėje didėja, kai a>1, ir mažėja, kai а« 1. 

Koordinačių plokštumoje pažymėkime (139, 140 pav.) pakan- 
kamai daug taškų, kurių koordinatės (x; a*), kai x — racionalusis 
skaičius. Šiuos taškus galima sujungti glodžia kreive, kurią na- 
tūralu laikyti grafiku funkcijos, apibrėžtos visoje skaičių tiesėje. 

Р, 
Ta funkcija įgyja reikšmes a 4, kai x= 2 — racionalusis skaičius; 
ji didėja, kai a1, ir mažėja, kai а« 1. 

Tuo remdamiesi, formuluojame tokį teiginį. 

Kiekvieną teigiamą skaičių a atitinka viena ir tik viena funk- 
cija, apibrėžta visoje skaičių tiesėje, didėjanti, kai a>1 (mažė- 

-Р 
janti, kai 0<а<1), ir įgyjanti reikšmes ас su visomis raciona- 
liomis argumento reikšmėmis 23 

Sita funkcija vadinama rodikline funkcija (ji Zymima az). 
141 paveiksle pavaizduoti funkcijos ах grafikai, atitinką kai ku- 
rias a reikšmes. 

Pateikiame suformuluoto teiginio, Каі a>1, įrodymo schemą. 
Kadangi funkcija ах turi būti didėjanti, tai su visais racionaliais 
ri ir rọ (kai r, <x<r>) reikšmė ах turi tenkinti nelygybę 


an« a*« an, 


13. Algebra ir analizés pradmenys IX—XI kl. 493 


189 pav. 140 pav. 


Parinkdami r, ir rg reikšmes, artimas x, matysime, kad ati- 
tinkamos reikšmės a" ir аз mažai skirsis. Galima įrodyti, kad 
egzistuoja tik vienas skaičius y, didesnis už visus ал, atitin- 
kančius racionaliuosius r,<x, ir mažesnis už visus а", ati- 
tinkančius racionaliuosius skaičius 7;>x. Sis skaičius y kaip tik 
yra az. 

Dabar reikėtų įrodyti, kad šitaip apibrėžta rodiklinė funkcija 
iš tikrųjų turi reikiamas savybes, bet tai nejeina į vidurinės mo- 
kyklos programa. 

Išvardysime pagrindines rodiklinės funkcijos savybes. 

1. Funkcijos ах apibrėžimo sritis — realiųjų skaičių aibė R. 

2. Funkcijos ах (a>51) reikšmių sritis — visų teigiamų skai- 
čių aibė R.. 

3. Kai a1, funkcija ах didėja visoje skaičių tiesėje, kai а« 1, 
funkcija ах mažėja aibėje R (142 pav.). 

4. Visos realios x ir y reikšmės tenkina lygybes: 

ax . aY — q*tv, (ах) У = azu. 
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m Suformuluojame dar vieną 
| rodiklinės funkcijos savybę: 
© ©. Rodiklinė funkcija tolydi 
kiekviename skaičių tiesės taške. 
' (Ši savybė įrodoma mate- 
| matinės analizės kurse.) 


Pratimai 


Nubraižykite funkcijų gra- 
fikus: 


Išspreskite lygtis: 


1116. 4*=64. 1117. 3*- d. 1118. 25:= L, 1119. 8:— 16. 


1120. V 3*— 1/9. 1121. VÆ. V3*=36. 1122. (27-02) 
2 [9v 27 — Moa 4 1⁄9 
1123. (>) . (2) =@. 1124, 7693-09-11, 11925. 0845-05-44 (/8, 
1126. 3*-2-2—8Į, 1127. 4*+144*=—390 
1128. 2.3*+1—4-3*-2=150. 1129, 7*4244.75-1—347, 
1130. 10. 95—416. 1131. 5:— 53-«— 90. 
7 “9 33-41 /7454-9 
1132, 36—x— 332-2, 1133. (2) = (7) : 
1134. / 8:31 = y/ 22-5, 1135. 2*-5*=0,1 - (102-1)5, 
1136. 5+1 5x-1— 94, 1137, 8 ** 764. 2V3 


1138. 472—2 4.1610 . 2 373, 
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ISspreskite nelygybes: 
1139, 2*2 5. 1140. (Z]'«1. 
1141. (0,3) *— 0,09. 


1 Ї 
1142. (02)*< =. 1148. 5 >27. 


1144. (0,5) «4. 


64. Logaritminé funkcija 


51 skyrelyje buvo suformuluota at- 
virkštinės funkcijos teorema. Kadangi 
funkcija ах, kai a==1, atitinka tos teore- 
mos reikalavimus, tai rodiklinė funkcija 
turi atvirkštinę. Zinote, kad ši atvirkštinė funkcija vadinama 
logaritminė ir žymima log, x. 

Pagal atvirkštinės funkcijos apibrėžimą viena kitai atvirkštinės 
funkcijos f ir g turi tokią savybę: 

F(g(x)) =x. 

Kadangi funkcijos f(x) =a* іг g(x)=logax yra viena kitai 

atvirkštinės, tai, koks bebūtų x>0, teisinga lygybė 
alog, x= x. (1) 

Si tapatybė reiškia, kad skaičiaus x logaritmas pagrindu а yra 
laipsnio rodiklis, kuriuo reikia pakelti skaičių a, norint gauti x. 

Skyrium imant, koks bebūtų a>0, 

a=10!ga 
(primename, kad logaritmas, kurio pagrindas 10 Zymimas lg). 
Таікуйаті rodiklinės funkcijos savybes, gauname: 


ах = (1018 а) x 2 10x I8 а, 


142 pav. 


t. y. 
ax= 10х18 а, 

Remdamiesi šia formule іг turėdami funkcijos 105 іг dešim- 
tainių logaritmų reikšmių lenteles, galime apskaičiuoti funkci- 
jos ах, kai a>0, reikšmes. 

Funkcijos loga reikšmės apskaičiuojamos pagal formule 


log, х= 182, (2) 


naudojantis dešimtainių logaritmų lentele. 
Norėdami jrodyti (2) formulę, (1) lygybės abi puses išloga- 
ritmuokime pagrindu 10: | 
lg х=100, x- lga. 
Iš pastarosios lygybës gaunama (2) formulë. 


143 paveiksle parodyti funkcijos log, grafikų eskizai, kai 
0<а<1 ir a>1. Išvardykime pagrindines logaritminės funkcijos 


196 


savybes. Jos išplaukia i$ rodiklinés funk- y 


cijos 


teoremos). 


l. 


sritis — visų teigiamųjų skaičių aibė: 
D (loga) =R;. 


2. 


tis — visų realiųjų skaičių aibė: E(log4) = 


3. Intervale 10, oo[ logaritminė funk- 
cija didėja, kai a>1, ir mažėja, kai 0< 
<a<l. 


4. 


savybių (ir atvirkštinės funkcijos 


Logaritminės funkcijos apibrėžimo 


Logaritminės funkcijos reikšmių sri- 


Funkcija log, yra tolydi visoje api- 143 pav. 


brėžimo srityje. 


5. 


Visos teigiamos x ir y reikšmės tenkina lygybes 


log, (xy) =10g4 x--loga Y, loga P —log, x— loga y; 


jei x — teigiamas skaičius, o peR, tai 


loga x? — p loga x. 


Pratimai 


1145. 
1149. 


1153. 
1156. 


1157. 


1158. 


1162. 
1165. 


1168. 


1171. 
1173. 


1175. 


Apskaičiuokite: 
0628. 1146. logs. 1147. 10820,04. 1148. logo, 25. 
1083 5. 1150. 10687 2. 1151. logs,s 3,7. 1152. logo,47 12,3. 


Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 
100з(х— 5). 1154. logos(7—x). 1155. logos(9—x?). 


loga(64-x— х2). 

Irodykite penktaja logaritminės funkcijos savybę. 
Nubraižykite schemišką funkcijos grafika: 

log; x. 1159. logs x. 1160. logo, x. 1161. logo; x. 
Išspreskite lygtis: 

== 10. 1168. (0,3) =7. 1164. 9Х--0,7. 

10*— я. 1166. log; х= 2. 1167. logo4 х= — 1. 
lgx- —2. 1169. Іовәх= — 5. 1170. 100:(3—х) =0. 
logos (5--2x) =1. 1172. log, (2x—4)= —2. 


Ig(x2+2x--3)=lg 6. 1174. 32-5х--7, 
,24-к-3, 1176. 5?—7. 1177. 3=+х—05 9 3. 
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Išspręskite nelygybes: 


1178. log x2. 1179. log; х<0,1. 1180. logo; x75. 

1181. logos x«—2. 1182. 35-25. 1183. 0,8:« 11. 

1184. 1,72*-1>7. 1185. 0322-12. 1186. logo(x?—x—4) «3. 
1187. 1003(12—2х— x?) >2. 1188. lg (x?—x--8) >l. 

1189. 10(х+1) +16 x«lg 2. 1190. 1g? x+2 Ig x>3. 

1191. 45959, 1192. (5) -2 (3) эз. 


Kas daugiau: 


1193. 1063 5 ar log; 4? 1194. logo3 2 ar logs 3? 
1195. log» 10 ar logs 30? 


$ 16. RODIKLINES IR LOGARITMINĖS FUNKCIJOS 
IŠVESTINĖ 


65. Rodiklinės funkcijos išvestinė 


Ankstesniuose skyreliuose rodiklinės funkcijos grafikai buvo 
glodžios kreivės, kurios kiekviename taške turi liestinę. Jei funk- 
cijos grafikas turi liestinę taške, tai funkcija tame taške diferen- 
cijuojama. Todėl galima manyti, kad rodiklinė funkcija yra dife- 
rencijuojama visuose taškuose. 

Nubraižysime kelis funkcijos ах grafikus, kai a—2; 2,3; 3; 3,4 
(144 pav.), ir išvesime jų liestines taške, kurio abscisė lygi 0. 
Tos liestinės pasvirusios į abscisių ašį apytiksliai 852, 40°, 48? ir 
51? kampu, t.y. didėjant a, funkcijos a* grafiko liestinės taš- 
ke M(0; 1) krypties koeficientas didėja nuo tg 35? iki tg 51°. Sa- 
vaime aišku, kad, didindami a nuo 2 iki 3, rasime tokią a reikšmę, 
su kuria atitinkamos liestinės krypties koeficientas lygus 1 (t. y. 
pasvirimo kampas lygus 45°). Šitas teiginys (јо nejrodinesime) 
formuluojamas taip: 

egzistuoja toks skaičius e, kad rodiklinės funkcijos y=e* iš- 
vestinė taške 0 lygi 1, t. y. 


lim S =]. 
eve Ax ü) 


Skaičius e didesnis už du, bet mažesnis už 3. 
1 teorema. Rodiklinė funkcija ех yra diferencijuojama 
kiekviename taške, būtent, 


(ex)”= ez. 
Irodymas. Funkcijos y—e* taške xo pokytis 
Ду = exckAx — ехо ёхоёАХ — е = ех(еАх — |), 
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У 1 . 


44135 ех 
23% 
2Х 
/ 
/ 
х 
.23* 
ex 254287 f 
0 1 x 
144 pav. 
Pritaikome (1) lygybe: 
i$ V р; ехе(е®®* — |) = ¿š gerer š 
mm m = "m bo Аж 
Pagal išvestinės apibrėžimą 
у = ех, 
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l pavyzdys. Raskime funkcijos 695 išvestinę: 
(е5х) ë ses, 5e5x, 

Pastaba. Įrodyta, kad e yra iracionalusis skaičius, todėl jis 
išreiškiamas begaline dešimtaine neperiodine trupmena. Elektro- 
ninės skaičiavimo mašinos apskaičiavo daugiau kaip du tükstan- 
čius dešimtainių skaičiaus e ženklų. Pirmieji dešimtainiai tos 
trupmenos ženklai yra tokie: 


697 1828 „5. 

Funkcija e* dažnai vadinama eksponente ir žymima exp x 
(skaitoma: „eksp iks“). 

Kadangi skaičius e yra teigiamas ir nelygus 1, galima nagri- 
nėti logaritmą, kurio pagrindas e. 

Apibrėžimas. Natūriniu logaritmu (žymima In) vadina- 
mas logaritmas, kurio pagrindas e: 

In Х--106с x. (2) 


Kadangi funkcijos exp ir In yra viena kitai atvirkštinės, tai su 
kiekvienu teigiamu a 
ena=ą, 
Todėl kiekvieną rodiklinę funkciją a* galima parašyti taip: 
ax= (eln а) x ex n a, (3) 
Išvesime rodiklinės funkcijos išvestinės formulę, kai a — bet 
koks skaičius. 
2 teorema. Jei а — teigiamas skaičius, tai funkcija ах yra 
diferencijuojama kiekviename taške x ir 
(ах)'=ах In a. (4) 
Įrodymas. Iš (3) formulės matome, kad funkcija az galima 
išreikšti sudėtine funkcija (Ах), kurios f(y) —ev, k=in a: 


ax=ex na 


Remdamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės teorema, teigiame, 
kad funkcija a* (a>0) yra diferencijuojama, koks bebūtų x, ir 


(05) --ехїла Ina=a*lna. (5) 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijų 25 їг 5-3* išvestines. 
Taikome (4) formulę: 

(2x)”=2= In 2, 

(573x)^ 2 (—3)- 57?* In 5. 

3 pavyzdys. Ištirkime funkcijos y—xe* didėjimą (mažė- 
jimą) ir ekstremumą. 

Randame funkcijos išvestinę: 


y'= (хех)/--х7ех--х(6х)!--ёх--хех--ёх(1-нх). | 
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Kadangi ех>>0, tai, koks bebūtų x, y“ 
ženklas sutampa su dauginamojo (14-x) 
ženklu. Vadinasi, 7/70 intervale | —1; oo [. 
Todėl y didėja intervale [—1; оо [. Inter- 
vale |-оо:-41| y/<0. Todėl y mažėja 
intervale |] —co; —1]. Taške x4=—1 iš- 
vestinė keičia ženklą iš minuso į pliusą. 
Vadinasi, taškas xo yra minimumo taškas. 

Funkcijos grafiko eskizas pateiktas 
145 paveiksle. 


145 pav. 


Pratimai 


Apskaičiuokite, naudodamiesi natūrinių logaritmų lentele: 
1196. 1n 3. 1197. In 56. 1198. In 47. 1199. 1n 1,7. 1200. In 0,73. 


Raskite funkcijos išvestinę: 


1201. езх. 1202. е-2х, 1208. e*, 1204. 545 
х х 
1205. e? -3е9!х, 1206. &5*--4e3 1207. х3е-х, 
е x. 7.95— = 
1208. =. 1209. 353—7.257* — i519 17341, 
1211. 2* cos x. 1212. 7? tg 3x. Hh. 
" Y x--0, 
1214. 28-55” 
Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus: 
1215. xe-*. 1216. xe5x, 1217. х22-х, 1218. x*0,7*. 
Parašykite funkcijos f grafiko liestinės taške, kurio absci- 
sė Хо, lygtį: 
1219. f(x) =ех, хо=0. 1220. f(x) =3*, хо--1. 


66. W Rodiklinio augimo ir mažėjimo diferencialinė lygtis 


Daugelio fizikos, technikos, biologijos ir socialinių mokslų už- 
davinių sprendimas pakeičiamas tokiu matematikos uždaviniu: 
rasti funkciją f, tenkinančią diferencialinę lygtį 


Р(х) =k) (х) (1) 
(R — konstanta). 
Žinant rodiklinės funkcijos išvestinės formulę, nesunku suvok- 
ti, kad (1) lygties sprendinys yra bet kuri funkcija 
Į (x) = Cers (2) 
(C — konstanta). 


Kadangi konstanta C laisvai pasirenkama, tai (1) diferencia- 
linė lygtis turi be galo daug sprendinių. 

Įrodysime, kad (1) lygties sprendiniai yra tik (2) pavidalo 
funkcijos. Išnagrinėkime funkciją f, tenkinančią (1) lygtį, ir pa- 


galbinę funkciją F: 
F(x) =f (x) | (3) 


Rasime funkcijos F išvestinę: 
F' (x) =f (х)е- 4f (x) (e-^2)' =f (х)е- х = — kf (x) e-s. 


Jei vietoj f'(x) parašysime jos reikšmę kf(x), nurodytą (1) lyg- 
timi, gausime: 
F' (x) = (х) e-hx — Rf (x) е8 = 


Kadangi funkcijos F išvestinė lygi nuliui, tai funkcija F yra 

konstanta: F(x) =C, koks bebūtų x. Iš (3) gauname: 
Ї(х)е-8х--С, f(x) --Селх, 

Tai ir réikéjo jrodyti. 

Pastaba. Taip samprotaudami, funkciją f laikeme apibrėžta 
ir tenkinančia (1) lygtį visoje skaičių tiesėje. Sprendžiant uždavi- 
nius, dažnai tenka nagrinėti funkcijas, tenkinančias (1) lygtį tik 
tam tikrame intervale. Aišku, kad tokiu atveju (2) formulė išreiš- 
kia bendrą uždavinio sprendinį tik tame intervale, kuriame (1) 
lygtis teisinga. 

(1) diferencialinės lygties prasmė — funkcijos kitimo greitis 
taške x proporcingas pačios funkcijos reikšmei tame taške. 51 
lygtis dažnai pasitaiko, sprendžiant praktinius uždavinius. 

| pavyzdys. (Radioaktyvus skilimas.) Sakykime, kad pra- 
diniu laiko momentu radioaktyvios medžiagos masė 


т(0) = mo. (4) 


Yra žinoma, kad medžiagos masės m(/) mažėjimo greitis pri- 
klausomai nuo laiko £ proporcingas jos kiekiui, t.y. teisinga 


lygtis 
ygti т/ (t) = —km(t) (k>0). 


Vadina Каір anksčiau jsitikinome, 
m (t) = Ce-*t, 
Konstantg C randame iš (4) sąlygos. Kai £—0, 
то=т(0) = Ce-h:0= C, t. y. С=то. 
Taigi 
m(t) = mse-^t, (5) 


Išnagrinëtas pavyzdys yra tipiškas: norint iš diferencialinës 
lygties begalinës aibës sprendiniu išskirti viena, reikia turëti 
»pradines salygas“. Siuo atveju tai (4) lygybé. | 
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Laiko tarpas T, per kurj radioaktyvios medZiagos masé suma- 
žėja perpus, vadinamas tos medžiagos „pusamžiu“. Žinodami T, 
galime rasti k. Kadangi 


m(T) = > то, t.y. mge-kT= L me 


1 
2 
{аі 

e-hT = 


Vadinasi, &*—2, KT=In2, k= 112, 
Pavyzdžiui, radžio pusamžis Т ғ 1550 metų. Todėl 


In2 _ 


Iš pradinės radžio masės то po milijono metų liks tik 
m (108) =moe-447= 0,6 - 10-19 mą. 
W2 pavyzdys. Sakykime, kad šalies gyventoju prieaugis 


per metus 2%. Galima tarti, kad šalies gyventojų skaičiaus S= 
—S(f) priklausomybė nuo laiko (metais) apytiksliai reiškiama 


lygtimi 
8 (t) —0,02S (1), 

vadinasi, gyventojų skaičius S(/) ir laikas £ siejamas formule 
5(0)--5,60,02,, 

kai 50=5 (0) — pradinis gyventojų skaičius. 

3 pavyzdys. Sakykime, kad kūnas, kurio temperatūra pra- 
diniu momentu lygi T(0) -Т,, yra temperatūros T, aplinkoje. Aiš- 
ku, kad tuo atveju, kai To« Тү, kūnas $115, kai T;>7T,, — auš. 

Sakykime, kad kūno temperatūros T(t) kitimo greitis yra pro- 
porcingas temperatūrų skirtumui (nors tikrovėje yra ne visai taip). 
Tai reiškia, kad * 

T' (t) =—k(T- T). (6) 

Norėdami rasti (1) lygties visus sprendinius, išnagrinėkime 
funkciją 

F(t) -T(t) - T. 
Iš (6) lygties gauname funkcijos f tenkinamą lygtį 
p (6) =—kj(t). 
Sios lygties bendrasis sprendinys yra 
f (t) =Се-м, 


* Atsižvelgdami į tai, kas pasakyta apie temperatūros kitimo kryptį, kai 
T>T, ir T<T,, koeficientą k laikome teigiamu ir (6) lygybės dešinėje pusėje 
rašome minuso ženklą. 
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Iš čia: 
T (t) = Сек + T. (7) 
Kai £—0, 
Ту,--Т(0)--Се-5:0--Т,--С--Т,, 
todėl 
С=Т,— Ті. 

Pagaliau jsitikiname, kad (6) lyg- 
ties sprendinys, tenkinantis pradinę są- 
lygą 


146 pav. 


yra toks: 
T (t) 2 Ti 4- (T — Ti) e^t. (9) 
146 paveiksle schemiškai pavaizduoti funkcijos T= T(/) grafi- 


kai, atitinkantys įvairias To reikšmes. Kai ¿£ neaprėžtai didėja, 
jie artėja prie stacionarinio sprendinio 


Т(ї) =Т\, (10) 


gaunamo, Ка! Т=Т\, t. y. kai kūno temperatūra iš karto lygi 
aplinkos temperatūrai. У 

Su diferencialinėmis lygtimis susiduriate trečią kartą. Primin- 
sime pirmuosius du atvejus. 

1. Sunkio veikiamas taškas juda vertikaliai. Jo koordinatė 2 
tenkina diferencialinę lygtį 


z" (t) 2g. (11) 
Bendras šios lygties sprendinys уга 
z(t) ze vol + Z Ë; (12) 
jei 
20=2(0), vo—2' (0). (13) 


Žinodami 20 ir vo, rasime vienintelį sprendinį. 
2. Harmoninių svyravimų diferencialinės lygties 


y" (t) = —o° (f) (14) 
bendras sprendinys yra f 
y(t) = А cos(ot-- 9); (15) 


čia A ir ф — konstantos. Šias konstantas galima rasti, žinant 
pradines sąlygas 


y(0) =y0, у' (0) —vo. 


Iš šių pavyzdžių matome, kaip plačiai tyrimams taikomos 
diferencialinės lygtys. Labai dažnai elementarūs dėsniai, apibū- 
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dinantys procesus, reiškiami diferencialinėmis lygtimis. Norint 
išsiaiškinti, kaip tas procesas vyksta, tenka spręsti diferencialinę 
lygtį. 


Pratimai 


1221. Įrodykite, kad funkcija y=5e3* tenkina lygtį y/=3y. 

1222. Įrodykite, kad funkcija y—7e-?* tenkina lygtį y/= —2y. 

1223. [rodykite, kad funkcija y=3e-7* tenkina lygtį y/= —7y. 

1224*. Iš т mg radžio C per £ min radioaktyvaus skilimo liko 
n mg. Raskite radžio C pusamžio periodą, t. y. apskaičiuo- 
kite, po kelių minučių liks 0,5 m mg radžio C. 

1225*. Radioaktyvaus skilimo pradžioje buvo 1 g radžio A. Ra- 
džio A pusamžis lygus 3 min. Po kiek minučių jo liks 
0,125 g? | 

1226*. Radioaktyvios medžiagos pusamžis lygus vienai valandai. 
Po kiek valandų. medžiagos kiekis sumažės 10 kartų? 

1227*. Radžio pusamžis lygus 1550 metų. Apskaičiuokite, kuri 
radžio dalis liks po 1000 metų. 

1228*. Jei funkcija f turi išvestinę aibėje R ir su bet kokiomis 
reikšmėmis x; ir x yra teisinga lygybė f(xı+x2)= 
-|(х1) (x2), tai f(x) =20* arba f(x) =0, kai xeR. 
Įrodykite. 

1229*. Vieno kūno temperatūra 200°, o kito — 100°. Po to, kai 
kūnai 10 min aušo 0? temperatūros ore, pirmojo kūno tem- 
рега га buvo 100°, o kito 80°. Po kiek minučių abu kūnai 
bus vienodos temperatūros? 

1230*. Du 100“ temperatūros kūnai išnešti į lauką (temperatū- 
ra 0°). Po 10 min vieno temperatūra buvo 80? ir kito 64°. 
Kiek minučių praėjus nuo aušimo pradžios, temperatūrų 
skirtumas bus lygus 259 

1231*. Motorinė valtis plaukia 30 km/h greičiu. Koks bus valties 
greitis, praėjus 3 min po variklio išjungimo? (Remkitės 

m 


tuo, kad valties greitis v (£) =) tenkina diferencialine 


lygtį v/(f) = — &(t); čia k= 24 


67. Logaritminés funkcijos išvestinė 


Išvesdami logaritminės funkcijos išvestinės formule, taikysi- 
me atvirkštinės funkcijos išvestinės teoremą. 

Teorema. Sakykime, kad funkcijos | ir g — viena kitai at- 
virkštinės, funkcijos | išvestinė taške хо egzistuoja ir nelygi nuliui, 
Tada egzistuoja junkcijos g išvestinė taške фо--| (Хо), kuri ly- 


: Ї 
gt FG ` 
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Atskleisime šios teoremos geometrinę 
prasmę. Tuo tikslu nubrėžkime funkcijos | 
grafiko liestine MN taške (xo; f(xo)) (147 
pav.). Jei 51 liestiné su ašimi Ox sudaro 
kampa a, tai tg a=f (хо). Simetrija tiesės 
y=x atžvilgiu funkcijos f grafikas atvaiz- 
duojamas | funkcijos g grafika (funkcijos 
yra viena kitai atvirkštinės), o liestinė 
MN — | funkcijos g grafiko liestine KL 


Z^. 

taške (Yo; хо). Be to, LKO=a (147 pav.). 

Nagrinėdami trikampį KLO, matome, 

kad liestinės KL pasvirimo į abscisių ašį 
kampas lygus 90° — а. Vadinasi, 


f. 


147 pav. g' (Yo) =tg KLO=tg (90*—a) =ctg a= 
ы i 
"tg a Р(х)” 
W Teorema galima jrodyti, remiantis tuo, kad 
А Ах zi Ax = ЗЭР» 2225-1224 А 
E (wo) elim eim к =li = TO 


Ax Ax>0 АХ 
(Reikia papildomai pagrįsti ribos Ay —0 keitimą riba Ax—0.) YW 
Dabar išveskime logaritminës funkcijos išvestinës formule 


(loga х)'= —1— . (1) 


xina 


Įrodymas. Taikysime atvirkštinės funkcijos išvestinės teo- 
rema. Kadangi ах ir loga х yra viena kitai atvirkštinės, tai iš mi- 
nétos teoremos išplaukia, kad logaritminė funkcija yra diferen- 
cijuojama kiekviename apibrėžimo srities taške, o funkcijos loga x 
išvestinė taške xo lygi + , jei f) — rodiklinės funkcijos išvestinė 
taške loga xo. Įrašę šią reikšmę į rodiklinės funkcijos išvestinės 
formulę, gauname: 


1 Ї 


F — n ——— 
loga Xo) (allog,x)]na Хоїпа” 


(1) formulë jrodyta. 
Zinome, kad In e—1. Kai а=е, tai logaritminës funkcijos iš- 
vestmës išraiška labai paprasta: 


(х)7- l. (2) 


x 


l pavyzdys. Raskime funkcijų logs x, In(542x) ir log; (2x) 
išvestines: 


1 
(logs x)'- Xing’ 
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B. 
(In(5+2x))”= 5E :2= „5 


1 
Z7 xln7" 


(log; 2x)'— 
2 pavyzdys. Ištirkime funkcijos 
g=x2]n х didėjimą, mažėjimą, ekstremu- 
mus ir nubraižykime grafiką. 
Randame funkcijos išvestinę: 


y =2x Inx+x7 L = 


=2x In x+x=2x (In x+ i) . 


148 pav. 


Kadangi x0, tai y^ ženklas sutampa su sumos(In x4 1)zenk. 


lu. Iš to aišku, kad, y/>0 intervale lp «|, todél y interva- 


үе” 
їе k=: e| didéja; intervale e: yz išvestinė neigiama, 
todėl y mažėja intervale |0; "t Taške = išvestinė keičia 


ženklą iš minuso į pliusą. Vadinasi, tai minimumo taškas. 
Funkcijos grafiko eskizas pateiktas 148 paveiksle. 


Iš (2) formulės matome, kad funkcijos I kiekvieną pirmykštę 
intervale ]0; oo| galima parašyti taip: 
In x4- C. (3) 


Funkcija L turi pirmykštę ir intervale | —oo; O[. Tai funkci- 
ja In(—x). Iš tikrųjų, 
, 1 
ИЛД ээ 2) ) em apnd re, (4) 


х 

. Žinome, kad |x|—x, kai x20, іг |х| = —x, kai x<0. Įrodėme, 
Jog 

funkcijos E pirmykštė kiekviename intervale, kuriame nėra 
taško 0, yra funkcija In |x|. 

3 pavyzdys. Funkcijos тэ pir- 
mykštės yra In|x --3|-- C (kiekviename in- 
tervale, kuriam BRpriktauso taškas —3). 


Funkcijos ge, 77 Pirmykštės bendra iš- 
raiška yra + шил (kiekviename 


intervale, kuriame nėra taško — E ). 


207 


4 pavyzdys. Raskime kreivių у= 4, y=0, x=1, x=2 ар- 
ribotos figüros (149 pav.) plota. 
Kadangi In x уга funkcijos X Pirmykštė, tai tos kreivinés tra- 


pecijos plotas 
S=]n 2—1п i In 2. 


Pratimai 


Raskite funkcijos i$vestine: 


1232. log; x. 1233. logo; x. 1234. log; (24-3x). 
1235. logs(9--5x). 1236. Іор» 7x. 1237. In(1-4-3x). 
1238. In 6x. 1239. x° In х. 1240, 225 
1241, 16230, 1242. lg 3x. 1243. V x lg x. 
I 


Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisė lygi хо. 
Parašykite tos tiesės lygtį: 


1244. f(x) =1n x, xo— 1. 1245. f(x) =1n x, xo—3. 
1246. f(x) 21g x, xo— 1. 1247. f(x) =logs x, xo—9. 


I&tirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus: 
1248. x]n x. 1249. xIn?x. 1250. 195. 1251. >. 
х Inx 
Raskite funkcijos pirmykštes: 


| І 8 LM 
1252. — . . 1258. 5. 1254.527. 1255. = 


3 
x4-5 


Apskaičiuokite integralus: 


7 a 1 
1256. |. 1252. | Ž (a>1). 1258. J A 
1 1 -1 


0 
ах 
1259. 2223 


Apskaičiuokite kreivių apribotų figürg plotus: 


1260. y=0, у= L, х=], x=3. 
1261. y=0, у= 1, Х--2, x=5. 
1262. y=0, у= 1, x=4, x=10. 
1263. y=0, у= + , x=0,3, x=1. 
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$ 17. LAIPSNINĖ FUNKCIJA 


68. Laipsninė funkcija ir jos išvestinė 


Jau žinote, kad kiekvieną realųjį skaičių p ir kiekvieną teigia- 
mą skaičių x atitinka skaičius хр. Vadinasi, intervale ]0; оо [, kai 
p fiksuotas, apibrėžta funkcija f formule 


Nx) =x?. 


Si funkcija vadinama laipsnine (su rodikliu p). Jei p>0, tai laips- 
ninė funkcija apibrėžta, ir kai x=0, nes 0»—0. Jei p — sveikasis 
skaičius, laipsninė funkcija apibrėžta, ir kai x<0. 

Ankstesniuose skyreliuose išvedėme laipsninės funkcijos x? 
išvestinės formules, parinkdami kai kuriuos laipsnio rodiklius 


(sveikąjį, p= 4. p= + ir kt.). Dabar reikia išvesti laipsninës 


funkcijos išvestinės formule, kai laipsnio rodiklis — bet kuris rea- 
lusis skaičius p. Beje, anksčiau išvestos formulės galioja, ir dabar 
jomis remsimės. Taigi, kai x — bet kuris teigiamas skaičius, 


(xp)! pP (1) 

Iš tikrųjų, kadangi х--еїйх, tai хР=ерю х, Pagal sudėtinės. 

funkcijos išvestinės skaičiavimo taisyklę 
(x?) = (ер ш х)/=еріхүр Іп x) =x? -p-+=p .-ХР-1, 

(1) formulé jrodyta. 

Kai p>0, laipsninė funkcija didėja intervale ]0; oo[, nes 

(x»)' = px?»-! 0, kai x>0. 
Kai р<0, laipsninė funkcija intervale ]0; oo[ mažėja, nes. 


(x?)'—px?-!«0, kai x>0. Laipsninės funkcijos su įvairiais ro~ 
dikliais grafikai pateikti 150—152 paveiksle. 


| 
| 
| 
7 


150 pav. 151 pav. 152 pav. 


14. Algebra їг analizés pradmeriys IX—XI kl. 92095 


Pratimai 
Schemiškai pavaizduokite funkcijų grafikus ir raskite funk- 
cijų išvestines: 


1 
т 


1264. f(x) 2x"? , 1265. g(x) -x* . 1266. u(x) =x.. 


69. Iracionaliosios lygtys 


Lygtis, kurios kintamasis yra po šaknies ženklu, vadinama 
iracionaligja. Tokia yra, pavyzdžiui, lygtis 
== L 
Vx-2=0 (arba x" —2=0). 


Pateikiame iracionaliųjų lygčių sprendimo pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


V x2—5=2. (1) 
Lygties abi puses pakelkime kvadratu: 
x?—524. 
iš čia gauname: 
x?—9, Ху--3, х= —3. 
Patikrinsime, ar gauti skaičiai yra (1) lygties sprendiniai. Įrašę 
juos į (1) lygtį, gauname teisingas lygybes: 
V32—5=2 ir V (—3)2—5=2. 
Vadinasi, хї--3 іг x= —3 уга (1) lygties sprendiniai. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
| _ Vx=x-2. (2) 
(2) lygties abi puses pakelkime kvadratu: 
x= x2—4x+4. 


Suprastine gauname kvadratine lygtj 
x2—5x+4=0, 


kurios šaknys уга x,=1 ir xə=4. Patikrinsime, аг gauti skaičiai 
уга (2) lygties sprendiniai. | (2) lygtį įrašę skaičių 4, gauname 
teisingą lygybę V 4=4—2. [rase skaičių 1, dešinėje pusėje gau- 
name skaičių — 1, o kairėje — skaičių 1. Vadinasi, skaičius 1 nėra 
(2) lygties sprendinys. Sakoma, kad tai pašalinė šaknis (gauta, 
išsprendus šią lygtį įprastu būdu). (2) lygties sprendinys yra tik 
skaičius 4. | 
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3 pavyzdys. Išspreskime lygtj 


y xi-2- V x. (3) 
Sios lygties abi puses pakelkime kvadratu: 
x?—2-x. 


Suprastinę gauname kvadratinę lygtį 
x2— x—2=0, 


kurios šaknys yra ху= —1 ir x;—2. Iš karto aišku, kad skai- 
čius —1 nėra (3) lygties šaknis, nes abi šios lygties pusės пе- 
apibrėžtos, kai х= —1. [rase į (3) lygtį skaičių 2, gauname tei- 
singa lygybę V 22—2= V 2. Vadinasi, (3) lygties sprendinys yra 
tik skaičius 2. Skaičius —1 yra pašalinė šaknis. 

4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


Үх-6-ү4-х. (4) 


Šios lygties abi puses pakėlę kvadratu, gauname: x—6=4-— х, 
2x=10 ir x=5. Įrašę skaičių 5 į lygtį, įsitikiname, kad 5 nėra 
(4) lygties šaknis. Todėl lygtis neturi sprendinių. 

Taigi, sprendžiant iracionaliąsias lygtis, gautus sprendinius 
būtinai reikia patikrinti. Pavyzdžiui, klaidingą lygybę pakėlus 
kvadratu, galima gauti teisingą lygybę. Iš tikrųjų, klaidingą 
lygybę pu pakéle kvadratu, gauname teisingą lygybę 1*= 
=(—1)2=1. 

Iracionaliąsias lygtis kartais patogiau spręsti, keičiant jas ek- 
vivalenčiomis sistemomis. Taikomas toks apibrėžimas: 2n-tojo 
laipsnio šaknimi iš f vadinamas toks neneigiamas skaičius g, kad 
g?” =f. Kitaip sakant, 


np gi =}, (5) 
Vee £o (6) 
taigi, norint išspręsti lygtį е, reikia išspręsti (5) lygtį ir 


patikrinti, ar jos šaknys tenkina (6) nelygybę. 
Б pavyzdys. Išspręskime lygtį 


V х—2=х— 8. (7) 
Pagal kvadratinės šaknies apibrėžimą 
= x—2= (x—8)?, (8) 
Vx-à-x-8e 1-820 (9) 
SprendZiame (8) lygtį: 
x?—17x-4- 66 —0. 


Jos šaknys уга 6 ir 11, bet (9) nelygybę tenkina tik x=11. Todėl 
(7) lygtis turi vieną šaknį x=11. 
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Pratimai 


IS$spreskite lygtis: 


1267. V 13— x?—3. 1268. V xi C4x —1—2. 
1269. x— Y x -1—5. 1270. 4+ V 2x -3- x — 2. 
1271. V x1 V x-6—6. 1272. V x V 2—x —9x. 
4273, 539 1/3:15 1274. > L-Vi-i. 

y x—2 Y ?x—1 


1275. V x3 3-2x-10- 2x — 1. 1276. V xi - x -c1—5x—4. 


70. W Logaritminés, laipsninés ir rodiklinés funkcijos didéjimo 
palyginimas 


Šiame skyrelyje nagrinėjamos trys funkcijos: In x, x?, kai p yra 
teigiamas skaičius, ir a*, kai a>1. Neaprėžtai didėjant argumen- 
to x reikšmėms, šių funkcijų reikšmės neaprėžtai didėja. Paly- 
ginkime šių funkcijų reikšmes, kai x — „labai didelis“. 

| teorema. Egeistuoja toks skaičius M, kad visos teigia- 
mos x reikšmės tenkina nelygybę 


x» M 
Ux (1) 


Įrodydami ištirkime funkcijos y =a-*x?+! ekstremumus, kai x 
teigiamas. Išvestinė 


y=—a-*|na-xP+ + (p-- 1) xP0-*=a-*x2 |n a (PŁ -x| 
teigiama, kai xe jo; rtf , ir neigiama, kai xe |ы ; E 


Vadinasi, taške L nagrinėjama funkcija įgyja didžiausią reikš- 


me. Та reikšmę pažymėkime raide M: 
a<. xp+1 < M, 
kai x — bet kuris teigiamas skaičius. 
| teorema įrodyta, nes iš gautos nelygybės išplaukia (1) ne- 
lygybė. 
р 
Šios teoremos prasmė tokia: su dideliais x trupmena = yra 


maža. Trumpai sakant, kai x neapréztai didėja, rodiklinė funk- 
cija didėja sparčiau už laipsninę. 
2 teorema. Egzistuoja toks skaičius M, kad visos x reikš- 
mės, didesnės už 1, tenkina nelygybę 
Inx „M : 
= Ss (2) 


x 


юе 
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Norėdami tai įrodyti, ištirkime funkcijos у= эх ekstremumus, 


x2 
kai x>1. Išvestinė 


у= -a Tna (-2) poc Р (2 ах) 


2 2 
yra teigiama, kai xex]l; e? [, ir neigiama, kai хє]е? ; oo[. Va- 
2 


dinasi, taške e?nagrinéjamoji funkcija turi didžiausią reikšmę. 
Ją pažymėkime raide M: 
Hz <M, kai x>1. 
x2 
p- 
Sios nelygybės abi puses padaliję iš x? 
2 teorema įrodyta. 
Sios teoremos prasmė analogiška 1 teoremos prasmei: Ка! x 


reikšmės didelės, trupmenos ma vardiklis daug kartų didesnis 


už jos skaitiklį. Trumpai sakant: kai x neaprėžtai didėja, laipsniné 
funkcija didėja sparčiau už logaritminę. 

3 teorema. Egzistuoja toks skaičius M, kad visi x=|0; 1| 
tenkina nelygybę 


„ gauname (2) nelygybę. 


B 
|x? In x| zx? M 


Si teorema išplaukia iš 2 teoremos (nes, т >1): 
1 


In = M Р ° 
Ix? Inx|= — S =x? M. 
B Dy 


Vaizdžiai šią teoremą galima pasakyti taip: sandauga x? In x 
yra kaip norima maža, kai x reikšmė teigiama ir pakankamai 
maža. 


71. V Istorinės žinios 


Laipsniai su trupmeniniais rodikliais ir paprasčiausios laips- 
nių su trupmeniniais rodikliais veiksmų taisyklės pateiktos XIV a. 
prancūzų matematiko N. Oremo (1325—1382) darbuose. Pran- 
cūzas N. Siukė (XV a.) nagrinėjo laipsnius su neigiamais 
rodikliais ir nuliniu rodikliu. 

Vokiečių matematikas M. Štifelis (1487—1567) įvedė pa- 
vadinimą „rodiklis“ (exponenten) ir apibrėžė 02-41, kai az£0. 
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Gretindamas natūrinius skaičius su atitinkamais pasirinkto pa- 
grindo laipsniais, jis gavo priklausomybes log (a5) —log a--log b, 
log + log a—log b, pritaikytas atskiram atvejui. 

Logaritmus įvedė (nepriklausomai vienas nuo kito) škotų ma- 
tematikas Dž. Neperas (1550—1617) ir šveicarų matematikas 
J. Biurgis (1552—1632). Logaritmų teoriją sukūrė Neperas. 
Jis nurodė aritmetinių reiškinių skaičiavimo logaritmais būdus ir 
sudarė detalias logaritmų lenteles. Nepero lentelės mažai skyrėsi 
nuo dabartinių natūrinių logaritmų lentelių. Dešimtainius loga- 
ritmus įvedė anglų matematikas H. Brigsas (1556—1631). 
XVII a. pabaigoje Leibnicas sprendė rodiklines lygtis, taikyda- 
mas logaritmavimo taisykles. Naudojant logaritmų lenteles, o vé- 
liau ir logaritmine liniuotę, labai supaprastėjo skaičiavimai. Len- 
telės ir liniuotė ilgą laiką buvo pagrindinės skaičiavimo priemo- 
nės. Prancūzų matematikas Laplasas yra netgi pasakęs, kad loga- 
ritmų išradimas prailgino skaičiuotojų amžių. 


V skyriaus papildomieji pratimai 


Schemiškai pavaizduokite funkcijų grafikus: 


1277. у= (0,7)7. 1278. y= (LV. 1279. y=logos x. 
1280. у= log, x. 1281. y=1g(—x). 1282. y=1g(x—3). 


1283. у--18(х--3). 1284. y=1g x+3. 
Išspręskite lygtis: 


1285. 3*=7. 1286. 53-24—4, 1287. (0,3) 7 =53=, 
1288. 25-3*=7. 1289. In(44-2x—3?) =0. 1290. In(2x--3e) =1. 
1291. In(x2—x4+2) «1n 4. 1292. In(x2+3x+1) =1п 11. 
1293. el-x— ex, 1294. es-1- 5. 1295. log; х= — 1. 
1296. logs x—logs 7. 1297. logs х= —1ор 7. 1298. logo x—3-— log» 7. 
1299. 21-х--5. 1300. 25-3% = 74, 1301. log, x=3. 
1302. logos x—2. 1303. log;(logs x) =0. 

1304. 105. (1085 x) = — I. 1305. 25ш ==], 

1306. logs sin x+ 120. 1307. logs (2*4- 1) =2. 

1308. 11(0,5+х) -1n0,5—In x. 1309. log, 2+log; x= 2, 
1310. 1002(х2) +1g x —3— 0. 1311. 8*--18:—2 - 275, 


1312. Apskaičiuokite log32*1og43-...-1logii 10. 
1313. Apskaičiuokite loge 16, kai logi; 27—a. 
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1314. 
1316. 


1319. 


1322 


1325. 


1328. 


1329. 
1331. 
1333. 
1334. 
1335. 


1337. 
1339. 
1841. 


1843. 
1345. 
1847. 
1349. 


1351. 
1353. 


1355. 
1358. 
1360. 


1362. 


Išspręskite nelygybes: 


lg x-lg(x— 1) «lg 6. 1315. log. 220. 
logos Х2-108:(3--2х). 1317. Inx<5. 1318. In x>2. 
In х<—3. 1320. (1,7)2-85427, 1321. 2< 5. 

(| 24. 1323. (07)*«049. 1324. (0.2)*> з=. 
2; «27. 1326. log; x<2. 1327. e*42» Ž. 
]rodykite formules: 

loge b 
log, b= ; loga b—log! br; log, b= jon. 21 
E : — 18 
Bus кебш, с.108:0, logo b= Е" 


Išspreskite lygtis: 

log, 3-408х 5 = 2. 1330. log. »(x?—6x +10) =1. 
2 log; V x —-log; (9 —2x). 1332. 1g(4,5—x) = g 4,5—1g x. 
i Ig(2x—1)=1-1g Vx=9. 

log; V x—5--logs V 2x—3- 1. 


1 2 


a4 шалган 
loggix-4—3logsx. . 1336. Суд т Г” =1. 
Х108: x — 16. 1338. x108,*-?— 27. 
log, Х--108,:2--1. 1340. logs x · log; x—logs 7. 
logs x4-log; x —logs 35. 1342. lg x+ logs 10=2,5. 
Išspreskite nelygybes: 
logos (2,3 — 2x) «]. 1344. logo,; (3x — 2) >l. 
loga (2+ x) »0,5. 1346. logs(2-- x) «0,5. 
logs(3— x) < — 1. 1348. logo;(1--2x) 72. 
logos(2—5x) >2. 1350. log, 27 log; 5. 
108; 17>10g, 11. 1352. log. E «log, 7. 
In(3-4-2x —x?-- e?) >2 1354. In“ x - 2« In x. 


Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 

1084(Х-1). 1356. logo»(x--2). 1357. loga(4--x). 
logz(x?—2x— 3). 1359. logz(64-x— x?).. 

2 (х2—4х+6). 1361. logəs(x?+6x+9). 


2—х 


Ap 1363. In sin x. 1364. log,|x]. 


In 
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Apskaičiuokite, naudodamiesi dešimtainių logaritmų lentele: 


1365. 
1368. 


logo; 5,3. 
2,372. 


Kas daugiau: 


1366. logs, 0,17. 
1369. V A. 


1 1 
1371. log, з ar log >? 


1367. V 1,7. 
1370. 


e, 


1372. logs 3 ar logs 2? 


1373. 1007 3 ar logs 9? 1374. 100» 10 ar log; 90? 
Apskaičiuokite funkcijos išvestinę: 
1375. ех, 1376. 36-25, 1377. 2: 
1378. 35. 1379. 5-4. 1380. 52; . 
1381. 92-55, 1382, 5 ѕіп 2х 1383. 2“ 
cos x 
зу сїр x 93 
1384. V x tg x. 1385. у= 1386. —— 
1387, LSE. 1388. esin =, 1389, ecos x 
tgx+5 
1390. 35 tg =, 1391. 72 св =, 1392. log; х. 
1393. logs(3—2x). 1394. Ig 5x. 1395. lg (34-4x). 
© sinx In (2x) 
1396. 3* In (5х). 4397. тт] 1398. 7, 
1399. x? In x. 1400. In (sin x). 1401. In (tg x). 
1402. logi (332-4 V x4- 5). 1403. Ig(sin 3х--25). 


1404. sin? (2x) e-*. 


Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisé lygi xo. 


Parašykite tos liestinės lygtį: 
f(x) = е?х, Хо--0. 
f(x) 210*, хо= 1. 
F(x) =1п (2x), Хог 


1405. 3 
1407. 


1409. 1 


2 


Nubraižykite funkcijų grafikus: 
1411*. f(x) =1п2 х. 14125, g(x) =ë: sin x. 
214148, u(x) = 


In x2 
1 -In? x ° 


In? x 


1416*. h(x) = ZF. 
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1406. f(x) 2e? , хо=0. 
1408. f(x) =3-2, хо--1. 


1410. f(x) =1g(3x), xo— 


Ž 
3* 


1413*. f(x) = x2e3. 
14155, v(x) =tg? x—3 tg x. 


1417*. w(x) =n x—3 In x. 


14185, р(х) 23logix—logix. 1419*. g(x)— 


x 
Inx—1 ’ 


14208, (х) = 5. 14215, f(x) = I. 14228, р(х) = х logix. 


Raskite funkcijos pirmykštes: 


1423. =: 1424. = 1425. zu 1426. Tu 
1427. 2... 1428. 1/ X. 1429. V 1430. хл, 
Apskaičiuokite integralus: 
2 0 
1431. | Z. 1432. Í зат 
і z 


Apskaičiuokite figūrų, kurias riboja kreivės, plotus: 
Ї 


1433. у= —, y=0, x=2, Х--10. 
1434. у= 5, y=3, x=2. 

1435. у= Ž, y=x+1, x=3. 
1436. у= Ž, x+y=4. 


VI skyrius 
LYGCIU IR NELYGYBIU SISTEMOS 


5 18. LYGCIU SISTEMOS 


72. Ekvivalenčios lygtys ir lygčių sistemos 


Patogumo dėlei nagrinėjame lygtis ir lygčių su dviem kinta- 
maisiais x ir y sistemas. Visa, kas bus pasakyta, nesunkiai pritai- 
koma lygtims ir sistemoms su bet kuriuo skaičiumi kintamųjų, 
žymimų įvairiomis raidėmis. 

Lygtis su dviem kintamaisiais x ir y rašoma taip: 


f(x; y)=8(x; у), (1) 


jei f(x; y) ir g(x; y) — reiškiniai su kintamaisiais x ir y. Prime- 
name, kad lygtys yra sakinių su kintamaisiais atskiras atvejis 
(žr. 8° kartojimo skyrelį). 

(1) lygties sprendiniu vadinama sutvarkyta skaičių pora 
(Xo; yo), kurią įrašius į (1) lygtį vietoj x ir y, gaunama teisinga 
lygybė 

f (xo; Yo) =8 (Xo; yo). 


Pavyzdžiui, poros (0; —1), (l; 0) ir (2; 1) yra lygties 
x—y-l (2) 


sprendiniai. 

Iš sprendinio apibrėžimo aišku, kad kintamieji parašyti tam 
tikra tvarka. Išnagrinėtame pavyzdyje kintamąjį x laikome pir- 
muoju, o kintamąjį y — antruoju. Sakydami „skaičių pora“, turime 
galvoje sutvarkytą skaičių porą. Pora (0; 1) skiriasi nuo po- 
ros (1; 0) ir nėra (2) lygties sprendinys. 

Dvi lygtys, kurių sprendinių aibės sutampa, vadinamos ekvi- 
valenčiomis. Pavyzdžiui, (2) lygtis ekvivalenti lygčiai 


у=х— 1. 


(Šių abiejų lygčių sprendinių aibė yra 153 paveiksle pavaizduota 
skaičių plokštumos tiesė.) Iš VII klasės žinote, kad dviejų lygčių 
ekvivalentumas žymimas ženklu <=. Pavyzdžiui, 


(x—y=1) = (у=х— 1). 
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(1) lygtis ekvivalenti lygčiai 
F(x; y) -g65 y) =0. 


Todėl, nepažeidžiant bendrumo, galima 
laikyti, kad lygtis su dviem kintamaisiais 
yra tokia: 

F(x; y)=0. 


Šitaip (dešinėje pusėje — nulis) jpratome 
rašyti, pavyzdžiui, kvadratinės lygtis: 
ax2+bx+c=0. 


Sakykime, kad duotos kelios lygtys 153 pav. 
fO y) =8gx(x; y) (k=1, 2, ..., m). 


Tuomet galima suformuluoti naują sakinį: „Visos duotos lygybės 
yra teisingos“. Šitas sakinys vadinamas iš duotų lygčių sudaryta 
lygčių sistema. 

Lygčių su dviem kintamaisiais sistemos sprendiniu- vadinama 
sutvarkyta skaičių pora, kuri yra sistemos kiekvienos lygties 
sprendinys. Aišku, kad sistemos sprendinių aibė yra sistemą su- 
darančių lygčių sprendinių aibių sankirta. 

Kaip pavyzdį išnagrinėkime dviejų lygčių sistemą 

x*+y7=2 
pur] (3) 


Pastaba. Sistemą sudarančias lygtis įprasta jungti riesti- 
niu skliaustu. Taip sujungtos (3) sistemos lygtys. 
Sistemos pirmoji lygtis yra lygtis apskritimo, kurio spindu- 


lys V 2, o centras — koordinačių pradžia. Antrąją sistemos lygtį 
galima parašyti taip: 


E 
(x?— y? —0) +» ( (x y) (x— y) =0) + | arba 
х—у=0. 


Lygties х2--/2--0 grafikas yra tiesių у=х 
ir y=—x pora. Šios tiesės apskritimą 
kerta keturiuose taškuose. Šie keturi skai- 
čių plokštumos taškai 

ir yra keturi (3) sistemos sprendiniai (154 
pav.). Patikrinkite. 

Pastaba. Atkreipkite dėmesį, kad 
lygties x?—5?—0 sprendinių aibė yra lyg- 
čių x+y=0 іг x—y=0 sprendinių aibių 

' : dime. 
sąjunga, o ne sistemos x—y=0 SPTen- 


dinių aibė, kurią sudaro vienas taškas (0; 0). 
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Dvi lygčių sistemos, kurių sprendinių aibės sutampa, vadina- 
mos ekvivalenčiomis. Sprendžiant lygčių sistemas, duotoji lygčių 
sistema keičiama jai ekvivalenčiomis paprastesnėmis sistemomis, 
kol gaunama sistema, kurios sprendinius rasti nesunku. Tai pa- 
siekiama, taikant šitokias taisykles. 

1. Keitimo taisyklė. Pakeite vieną sistemos lygtį jai 
ekvivalenčia lygtimi, gauname sistemą, ekvivalenčią pradinei. 

(Apie lygčių ekvivalentumą skaitykite 8 kartojimo skyrelyje.) 

2. Keitimo taisyklė. Jei viena sistemos lygtis yra 

x=A 


(A — reiškinys, neturintis x), tai, kintamąjį x pakeitę reiškiniu A 
visose sistemos lygtyse, gauname sistemą, ekvivalenčią pradinei 
sistemai. 
Pavyzdys. Išspręskime sistemą 
ra 
2x4+4y=6. 
Kadangi 
(2х+4у=6) < (x—3—2y), 


tai paeiliui sudarome tokias sistemas, ekvivalenčias pradinei sis- 
temai: 
х2+02=9 1524-12-49 | ((3-2и)2--/--9 
(хэрэв 55 1х-43-2у 7 1x—-3-2y ший 


5y2—12y=0 ЧЕ — 12 
em en 0 arba у ge 
х=3— 20 


3. Sudėties taisyklė. Jei sistemą sudaro, pavyzdžiui, 
lygtys 
: A=B іг C=D ` 


(A, B, C ir D — reiškiniai su kintamaisiais), tai viena tų lygčių, 
pavyzdZiui antraja, galima pakeisti lygtimi 

A+C=B+D. 
Gausime ekvivalenčią sistemą. Ši taisyklė formuluojama taip: 
kiekvieną sistemos lygtį galima pakeisti lygtimi, kuri gaunama, 


prie jos pridėjus bet kurią kitą šios sistemos lygtį. 
Pavyzdžiui, sistema 


x+y+ 2-1 
Eare (3) 
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ekvivalenti sistemai 


[e y+ 2-1 
20+32= 3. 


Jos antroji lygtis gauta, panariui sudéjus (3) sistemos апігаја 
lygtį su pirmąja. 

V Suformuluotajj teiginį įrodysime, nagrinėdami trijų lygčių su 
dviem kintamaisiais sistemą. Sakykime, kad (xo; yo) — sistemos 


E 
=D 4) 
2 (4) 


sprendinys. Tai reiškia, kad yra teisingos lygybės 
А (хо; Yo) = B (Xo; Yo), 
C (Xo; Yo) = D (Xo; Yo), 
E (xo; Yo) = F (xo; Yo). 
Tačiau tada teisinga ir lygybė | 
4 (Xo; Yo) + C (žo; Yo) = B (xo; Yo) + D (xo; и). 


Vadinasi, (xo; yo) — sistemos 


A-B 
A+C=B+D (5) 
E=F 


sprendinys. 
Atvirkščiai, jei (xo; yo) — (5) sistemos sprendinys, tai teisin- 
gos lygybės 


А (Xo; Yo) = B (Xo; Yo), 
А (Xo; Yo) + C (xo; Uo) = B (xo; Yo) +D (xo; Yo), 
(Xo; 90) = F (Xo; yo). 


Pirmąją lygybę atėmę panariui iš antrosios, gauname: 
C (xo; yo) =D (xo; Yo). 


Todėl (xo; yo) — (4) sistemos sprendinys. 
Taigi įrodėme, kad (4) ir (5) sistemos sprendinių aibės su- 
tampa. Vadinasi, šios sistemos ekvivalenčios. 


Pratimai 


1437. Ar ekvivalentūs šie sakiniai: 
а) х--1 ir x=]? b) х=0 ir х2<0? 
c) sin x=2 ir x?- —1? d) х=1 ir V x—1? 
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1438. Ar iš pirmos lygties išplaukia antroji: 

a) Vx=x—1 ir x= (x—1)2? b) x=2 ir x2—4? 

c) х2=4 ir x—2? d) cos x=2 ir 2-1 =352 
1439. Lygties (nelygybės) abi puses padauginę iš tos pačios funk- 


cijos, galime gauti lygtį (nelygybę), neekvivalenčią pradi- 
nei. Įrodykite. 


Įsitikinkite, kad ekvivalentūs šie sakiniai: 


1440. f(x)g(x) =0 ir f f(x) 20 
arba 
£(x)=0. 
Го) >0 
g(x)z0 
1441. f(x)g(x) >0 ir| larba 
F(x) «0 
g (x) «0. 
1442. Ar ekvivalenčios šios sistemos: 
ag . pino i ease p 
x+y=0 "ly=- yx? cos y=0" | cos y= —3? 
s Vy . ена 
у? =х 2 yi-x? 
d) оо . зээ 
cos x--y— ү? E cos x - sin x= y?» 


1443. Parašykite lygtį su kintamuoju x, iš kurios išplauktų bet 
kuri lygtis. 
1444. Lygties 
| x= V 2—3x 
abi puses pakėlus kvadratu, gaunama jai neekvivalenti lyg- 
tis х2-2-43х, Patikrinkite. Parašykite tokią nelygybę (A), 
kad lygtis x= V 2—3x būtų ekvivalenti sistemai 
S adis 
(A). 


73. Tiesinių lygčių sistemos sprendimas 


Tiesine lygtumi su kintamaisiais xj, Xo, ..., X4 vadinama 


lygtis 
ах + 9х9 +... .-- G4 X4 =b. (1) 


Se&toje klaséje buvo susitarta nenagrinéti lygties, kurios visi koe- 
licientai a; lygūs nuliui. Dabar tai netikslinga. Tiesine lygtimi 
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vadinsime bet kurią (1) pavidalo lygtį. Atkreipiame dėmesį, kad 
tuo atveju, kai 
a,=a,s=...=a,=b=0, 


kiekvienas skaičių rinkinys (xi, х2, ..., xa) уга (1) lygties spren- 
dinys, o kai 
a, = а=.. 04-0, b 3-0, 


(1) lygtis neturi sprendiniy. 

Išnagrinėsime, kaip taikomos tiesinių lygčių eisi sprendi- 
mui 72 skyrelyje suformuluotos taisyklės. 

1 pavyzdys. Duota sistema 


2x—4y --42—10 
—3x+ 8y — 1022 —25 (2) 
4x—3y+2z=1. 


Pertvarkykime ją į ekvivalenčią sistemą taip, kad pirmosios lyg- 
ties kintamojo x koeficientas būtų vienetas, o kitose lygtyse jo 
nebūtų. Siam tikslui (2) sistemos pirmą lygtj padalykime iš kin- 
tamojo x koeficiento, t. y. i$ 2. Naujosios sistemos pirmoji lygtis 
bus 

x—2y+2z=5. 


Sia lygtį padaugine iš 3 ir panariui pridéje prie pradinės sistemos 
antrosios lygties, o paskui padaugine i$ —4 ir pridéje prie tre- 
čiosios lygties, gausime sistema, ekvivalenčią pradinei sistemai. 
Gautosios sistemos antroje ir trečioje lygtyje nebus kintamojo x: 


x—2y4-22—5 
2y—42— —10 (3) 
5y—7z= —19. 


(3) sistemos antroji ir trečioji lygtis turi tik kintamuosius y 
ir z. Antrą lygtį panariui padaliję iš 2, gauname lygtį 


y—2z= —5, 
kurios kintamojo y koeficientas lygus vienetui. Sia lygtj padau- 


gine i$ —5 ir pridéje panariui prie (3) sistemos trečiosios lygties, 
gauname: 


32-26. 
"Taigi sistema bus tokia: 
x—2y4+22=5 
y-22=-5 (4) 
32—6. 
Paskutinę lygtį padalije iš 3, gauname sistemą 
x—2/4+22=5 
y-2Z=-5 (5) 
z=2, 
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kurios koeficientai palei jstriZaine lygüs vienetui, o koeficientai 
į kairę nuo įstrižainės — nuliui (ju nerašome). Tokia sistema 
lengvai išsprendžiama: 

z=2, y=—54+22=—l, x=542y—2Z=-l. 


Atsakymas. (—1; —l; 2). 
(5) pavidalo sistema vadinama trikampe. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 
Í 2x—4y+ 4z=10 6 
—3x+8y—10z= —25. (6) 


Pakartoje veiksmus, kuriuos atlikome, spresdami 1 pavyzdj, 
gauname sistema 
ago un oma 
у—22= — 5. 


Bendrąjį sprendinį gauname, laikydami 2 bet kokiu skaičiumi: 


у= —54-22, 
x=54+2y—22=54+2(—54+22) —22= —54- 22. 


Vadinasi, (6) sistema turi be galo daug sprendinių. 

Atsakymas. ((22—5; 22—5; г) | гєр). 

Tiriant dviejų lygčių su dviem kintamaisiais sistemas, patogus 
geometrinis aiškinimas. 

Laikysime, kad sistemos kiekvienos lygties nors vieno kinta- 
mojo koeficientas nelygus nuliui. Kaip atsimenate iš VI klasės, 
šiuo atveju tiesinė lygtis su dviem kintamaisiais nustato tiesę 
plokštumoje. 

Lygčių sistema 

eati ama, 
ax + 050 = Сә 


nustato dvi tieses plokštumoje. Jos arba susikerta, arba lygiagre- 
čios ir neturi bendrų taškų, arba lygiagrečios ir sutampa. Pirmu 
atveju sistema turi vieną sprendinį (155 pav.), antruoju — siste- 
mos sprendinių aibė tuščia (156 pav.), tvečiuoju — sistemos spren- 


155 pav. 157 pav. 


dinių aibė yra begalinė (sprendinių aibė 
yra skaičių plokštumos tiesė, 157 pav.). 

3 pavyzdys. Su kuria parametro a 
reikšme sistema 


turi sprendinį? 

Sprendimas. Pirmoji sistemos 
lygtis apibūdina tiesę, kurios krypties koe- 158 pav. 
ficientas lygus — 1; antroji sistemos lyg- 


tis — tiesę, kurios krypties koeficientas lygus + . Todėl, kai = > 


3—1, t.y. kai a>—2, šios tiesės susikerta. Манам. distema 
turi vienintelį sprendinį. Kai а----2, tiesės yra lygiagrečios, bet 
nesutampa (158 pav.). Vadinasi, sistema neturi ханах 


Atsakymas. Kai a —2. 


Pratimai 


1445. Išspręskite lygčių sistemas: 


а) | x—3y=1 4) pa 9y=12 2) Í x42y-7 
9x4- у=41; 4x —12y = 16; 2x 4-4y —9; 

b) at ats e) gyom h) = 8y=0 
5x+4y=l; x4-3y —2,5; х-1,6у-41, 

c) 1598: mesa f) Ёо 69-8 i) ( x+ у= 7 
3x—5y—12; х-1,5у-42, 2x4+2y=11. 


Su kuria parametro a reikšme šios sistemos turi be galo 
daug sprendinių? ~ 


1446. po 3y=4 МЭ, х+ау=2 s *+1,5y=4 


4 —2y= == 
` х= у= 2. 3x—2y=6. 4x+ бу а. 
Su kuria parametro a reikšme šios sistemos neturi spren- 
dinių? 
1449, Para ' x— y=3 дын х= 4-2 
3x—5y —6. ax--2y — —6. 2х—2у=а. 


Ar egzistuoja tokia parametro a reikšmė, su kuria šios 
sistemos turi sprendinius? 


ам x—5y=7 1453. | x4-2y-a 1454. Er um 
ax+ у=- 3. 2x+4y=5. ах+ у=—3. 


15. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 295 


I$spreskite lygčių sistemas: 


1455. ( x +y +z=-—2 1457. | x— y— Z=5 
x — у+2г=—Т7 2x+ y+3z=3 
2x4+3y— 2=1. x—4g—62z-7. 

1456. | x42y— z=7 1498. | x—3y4d 2-7 
2x— y+ 2-2 {3x+ y—22-3 

|3x—5y--22— —7. | Х--7у/-42-40. 


74. Netiesinės lygtys ir lygčių sistemos 


Siame skyrelyje išnagrinėsime kelis specialius netiesinių lyg- 
čių sprendimo būdus ir pasitaikančius jų sprendimo sunkumus. 
1. Kartais viena lygtis yra ekvivalenti dviejų lygčių sistemai. 
Pavyzdžiui, lygtis 
(х+0)2+ (х+1)2=0 (1) 
ekvivalenti sistemai 
2 
х+1=0, 
nes neneigiamų skaičių suma gali būti lygi nuliui tik tada, kai 
abu jie lygūs nuliui. Todėl (1) lygtis su dviem kintamaisiais turi 
tik vieną sprendinį (—1; 1). 
2. Kartais lygties sprendinių aibė yra dviejų lygčių sprendinių 
aibių sąjunga. Pavyzdžiui, lygtis 
| x?—y?=0 (2) 
ekvivalenti lygčiai 
(x+y) (x—y) =0. 
Kadangi sandauga lygi nuliui tada ir tik tada, kai nors vienas 
dauginamųjų lygus nuliui, tai (2) lygties sprendinių aibé yra 
lygėių 
x4-y=0 (2a) ir x—y-0 (2b) 


sprendinių aibių sąjunga. 
Todėl spręsdami sistemą 
х2 12: 
(уа 
turime išspręsti dvi sistemas 


x+y=0 ir [х—у=0 
LG Dya а-а 


ir imti visus gautus sprendinius (159 pav.). 
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Panašiai sistemos yè 


х+у)?= 
te (3) 


sprendinių aibė yra sistemu 


x+ y-l x+ y--l 
Pa (3a) In cy (3b) 


sprendinių aibių sąjunga. 

Lygties (x+y)?=1 ekvivalentumą, atsižvelgiant į reikalavimą, 
kad nors viena lygybė x--y—1 arba x+y=—1 arą teisinga, ga- 
lima parašyti taip: 


159 pav. 


x+y=1 
((54-9)2-1) e | arba 
х+у=—1. 


Sio užrašo nereikia painioti su lygties ekvivalentumu lygčių sis- 
temai * 


3. Dažnai lygties 
F(x, y) =8 (x, y) 


kairioji Ҥ dešinioji pusė apibrėžta ne su visomis kintamųjų reikš- 
mëmis. Pavyzdšiui, lygties 


J 29 4 
x 


kairioji pusė turi prasmę, kai xz&0. Todėl lygtis 2 =2 nėra ekvi- 
valenti lygčiai y=2x. 

(4) ly gties sprendinių aibę sudaro (a, 2a) poros, išskyrus po- 
га (0; Oj. 

Yra teisingas ekvivalentumas 


(e 


kai dešinėje pusėje parašyta sistema, kurią sudaro lygtis ir nely- 
суре. 
Sakoma taip pat, kad iš (4) lygybės išplaukia lygybė y=2x: 


[E oje (22. 


* Galima teigti, kad laužtinis skliaustas įau atstoja žodį „arba“ ir rašyti: 


(tene | 0521, 


Sakoma, kad lygtis (x--y)?21 ekvivalenti lygčių x+y=1 ir x+y=—1 „visu- 


mai“. Kartais pateikiamas bendras apibrėžimas: kelių sakinių Ai, Az ..., Am 
visuma vadinamas sakinys: „Nors vienas sakinių Ар, А», ..., Ам yra tei- 
singas“. 
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Lygtis у=2х vadinama (4) lygties iš- 
vestine lygtimi arba išvada. 

Sprendžiant lygčių sistemas, užuot per- 
ėjus prie ekvivalenčių sistemų, galima pereiti 
prie išvestinių sistemų. Paskui reikia patik- 
rinti gautus išvestinės sistemos sprendinius. 
Pavyzdžiui, 


25. „| LP 
160 pav. ys] 1(х-1)2--12-1 
|у=&Х 
T15x—23x-0 


Išvestinė sistema turi du sprendinius: (0; 0) їг (=: i) bet 


tik vienas ју — antrasis — yra pradinės sistemos sprendinys * 
(160 pav.). 

Išnagrinėkime sudėtingesnius pavyzdžius. 

| pavyzdys. Išspręskime sistemą: 


LU eR. 
FAR (5) 
х+у=о. 


Remdamiesi keitimo taisykle, gauname: 
„Pa 
(5) = = x 6 
0=5—х. 
Išspręskime pirmąją lygtį ir parašykime sistemos sprendinį: 
x+ (5—x)? 13 (6(x?+ (5—х)2) =13x(5—x) 
x(5—x) s> | x(5—x)==0 ын 
5х+6=0 
pris х) 50 «(x—2 arba х= 3). 
Atsakymas. ((2; 8), (3; 2)). 
2 pavyzdys. ires lygčių sistemą 
| Heo ат 
log» x—4=log> 3— logo y. 


| Kadangi 
lg (x?-- y?) 22 «x? - y? — 100: 
x 3 
l 16 y 
0g» x—4=log>s 3— log: y > х>0 
y>0, 


* 160 paveiksle juodu skrituliuku pažymėtas ir išvestinės, ir pradinės siste- 


mos sprendinys, o Баи SpA RR ERIS sprendinys, gautas, padauginus pirmos 
lygties abi puses iš x. : 
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tai pradinė sistema yra ekvivalenti dviejų lygčių ir dviejų nely- 
gybių sistemai: 


| йы, lig 22402100 
2 = 
lg (2 y?) =2 i g. m xy=48 
logo x—4- logs 3— logs y P pron 


Toliau skaičiuojant, apribojimų x>0 ir y>0 galima ir nera- 
šyti, bet tada reikia patikrinti, ar juos tenkina išvestinės sistemos 


x? 4- y? — 100 
du qur (6) 


sprendiniai. 
Antrąją lygtį padaugine iš 2 ir atėmę iš pirmosios, gauname: 


2.L 12 d E лены Нар Е 
Го p =Í i у)?=4 . [x—g ? arba | * y 2 


ху = Xy —48 | xy —48 xy —48. 
Spresdami pirmaja gautuju sistemu, turime: 
x—y=2 у-х-2 x=8 = 
рт = 2) -48 21156 arba |у---8, 


15 antrosios sistemos gauname: 
х—у=—2 у=х+2 [x26 pow 
| Xy —48 = 5) ав * yog aba | y= —6. 


(6) sistemos išvestinë sistema turi keturis sprendinius. Taciau 
sąlygą x0 ir y>0 tenkina tik du jos sprendiniai: (6; 8) ir (8; 6). 
Atsakymas. ((6; 8); (8; 6)). 
W 3 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 


л 
‚ 3 (7) 
5 (sin 2x+sin 2y) —2(1-4-cos?(x— y) ). 


Taikome keitinj у= = — х. Pertvarkome antrosios lygties kairiąją 


риѕе: 

5 (sin 2x--sin (5 -2x) —5-2 sin + cos [2x— 8) = 

=5 cos [2x— 8) š 

Iš čia (7) sistemos antroji lygtis ekvivalenti lygčiai 
5 cos (2x— 8) =2+2 cos? (2x— е) 5 
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Remiantis keitimo taisykle, (7) sistema ekvivalenti sistemai: 


5 cos(2x— >) =2+2 cos 2 (2x— 2). 
Šios sistemos antroji lygtis yra kvadratinė lygtis cos (2x— =) 
. atžvilgiu: 

2 cos? (2x— z) —5 cos (2x— 8) 42-0. 


Surandame šios kvadratinės lygties šaknis: 
Ї 


cos pra 5) -2 arba cos (2x— ij. š 


6 


Lygtis cos (2x— 5) =2 neturi sprendinių, todėl reikia rasti tik 
lygties cos (2x— = sprendinius: 
2x— — =?лп+ = ,neZ 

Iš čia 

x-ani S+ , ne Z. 
Vadinasi, (4) parcs n be galo daher ерге 

д 
х=лп+ + i у= б = B's —mnn, nez. 
л л лл 
Atsakymas. (0-5 +л Te — —an) ; Čia nez.) 


4 pavyzdys. Isspreskime lygčių sistemą 
02 tg x+cos y — 3 
ss y—8]te Х--9, 


Pakeiskime kintamuosius. Pažymėkime 


и= 900807, 0=81* х, (8) 
I$ pradinés sistemos dabar gauname: 
uo = 3 
з (9) 


Pagal keitimo prasmę u>0 ir о20. 
(9) sistema spreskime taip: iš antrosios lygties išreiškiame 
(иц--0--2) ir pertvarkome pirmąja (9) sistemos lygtį, gauname: 


02-20-4--09., 


Jos šaknys yra skaičiai —3 ir 1. Vadinasi, (9) sistema turi du 
sprendinius: (3; 1) ir (—1; —3). Atsižvelgę i tai, kad и»0 ir 
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v>0, atmetame sprendinį (—1; —3). Rastąsias u ir v reikšmes 
įrašome į (8) formules: 


3—9cosv, ]=8]tEx, 
Išsprendžiame gautąsias lygtis: 
8lts =] etg х=0+х=лп, neZ. 


9cos y —3«»cos y= + =у=?лт= = meZ. 
Atsakymas. {(an; 2лт + i) Ча n, me Z. ) 


5 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistema 
Haa y x—y-6 


V Gr y)*x—y):-8. P 
Pakeiskime taip: - 
u= V xy, o= Y x-y. (11) 
Atkreipiame dėmesį, kad и220. Dabar iš (10) sistemos gau- 
name: : 
[лычы (12) 


(10) sistemoje o pakeičiame 6—u ir šią v reikšmę įrašome į (10) 
sistemos antrąją lygtį. Ją pertvarkę, gauname: 
u?—6u4-8- 0. 


Šios lygties šaknys yra skaičiai 4 ir 2. Vadinasi, (12) sistema turi 
du sprendinius: (4; 2) т (2; 4). 
Į (11) lygybę vietoj u ir v įrašę jų reikšmes 4 ir 2, gauname: 
P y EH e mr =Í x=12 


2=V Xy 8-x—y y= 4. 


Po to (11) lygybėje u ir v pakeitę atitinkamai 2 ir 4, gauname: 


Pa V PH e| 4=х+у e 
4= Y x—y 64=х—у у= — 30. 


Atsakymas. {(12; 4); (34; —30)). V 


Pratimai 


I$spreskite lygčių sistemas: 


1459. ( (x4-0,2)2+ (y+0,3)2=1 HEY 11 
lx+; —0,9. ЇР» gti x 

1460. (x —y—1 y —x—5-0. 
U8-- 7. 
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1462. 
1464. 


1466. 


1469. 


1471. 


| 
| 
| 
1468. | 
ie 
| 


1472. | 


+y um 1463. | (х— у) (x2— y?) =45 
k-+ U == "i x+-y=5. 
х2у8 = 16 1465. | xy? 4-x3y? —12 
x2y2—9. x — Y= 4. 
logs x -logsy—1 1467. ( 1018-0 — 50 
XT y-3. lg(x—y) + 
+ Ig(x+y) =2-1g5. 

Тоу они, йек 

х+0—20= 

-9Х-481 1470. [ y— log; Х--1 

lg(x+y)?—lg x=2 lg 3. | xV=3!2, 
31+2 log(u—x) = 48 

2logs(2y—x—12) —logs(y— x) —logs(y- x). 

a E. 1473. (sin x+ cos y=0 
Pope M E: 
sin x —2 sin y. BID" сааж Je ms 


1474. ( sin x cos x 0,25 


| sin y cos x 20,75. 


1476. | 


х+у= 2 
tg x tg y 


1 
1475. pen 34 


= L 
=: 


R 1 
cos? nx — sin? лу = >° 


Išspręskite lygčių sistemas, prieš tai pakeitę kintamuosius; | 


1477. ( x-1 -y71—5 ые: 
х-2--у72-13. ху = — 8. 

1479. (x3+y3=9 1480. агаа 
| ху=2. ху = 2. 

1481. SUO ЯВ 1482. (i/ x + V u-4 
Vx Yy 3 — x -- y -- 28. 
idm 

1483. [У Yu Vx y y-12 1484. ( 33x—2v— 725 

У 
Uu 64. 3—92 —95, 
485. ( x:à — 28. 1486. zx. 
1 8 р vidc Dh 9cos x | gcos y L5 
1 
Dcos xp COSY =4. 
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j 


| $ 19, NELYGYBIU SISTEMOS 


| 75. Nelygybiu sistemos 


Aštuntoje klasėje nagrinėjote kai kurias nelygybių su dviem 
kintamaisiais sistemas. Primename, kad nelygybės su dviem kin- 
tamaisiais 

FG y) 20 (arba f(x; y) 220) 


sprendiniu vadinama sutvarkyta skaičių pora (x; y), kurią įrašius 
į nelygybę, gaunamas teisingas teiginys. Trumpai sakoma: skaičių: 
pora (x; y) tenkina duotaja nelygybę. 

Pavyzdžiui, nelygybės 


3 sin x4+3/>0 


sprendinys yra skaičių pora (=; -2), nes 


3 sin 8 T3223. T+ >0, 


; o pora (-Z: 0) nėra tos nelygybės sprendinys, nes 


2 , 

3sin (— 7) +39=3-(—1) +1= —2«0. 
Išspręsti nelygybę — reiškia rasti šios nelygybės sprendinių aibę. 
Nelygybės su dviem kintamaisiais sprendinių aibė yra aibės R? 


poaibis. Ją galima pavaizduoti koordinačių plokštumoje. Primin- 
sime, kad, pavyzdžiui, tiesinės nelygybės 


ax+by+c>0 (1) 


; ir nelygybės 


ax--by--c»0 (2) 
sprendinių aibė yra pusplokštumė (161 pav.). Be to, pusplokštu- 


. més kraštas priklauso aibei, kai nelygybė negriežta (žr. (1) nely- 
. gybę), ir nepriklauso tai aibei, kai nelygybė griežta (žr. (2) ne- 
lygybę). 


Nelygybės 
xi pKr 
sprendinių aibė yra skritulys, kurio centras koordinačių pradžios 
taškas ir spindulys r (kai nelygybė griežta, apskritimas nepriklau- 
so tai aibei, o kai negriežta — priklauso (162 pav.)). Nelygybės 
x? gy? r2 
sprendinių aibė yra to skritulio papildinys (163 pav.). 
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161 pav. 162 pav. i 163 pav. 


Bendruoju atveju nelygybės 
f(x; y)>0 (arba f(x; y) >0) 
sprendinių aibės vaizdas yra plokštumos figūra. Pavyzdžiui, ne- 
lygybės 
y+x?—2x—2 <0 
sprendinių aibė yra plokštumos figūra, kurios kraštas — parabolė 
y=2+2x— x2 


(i64 pav.). Si parabolė visą plokštumą suskirsto į dvi aibes — 
parabolės „vidų“ (jis paveiksle subrūkšniuotas) ir „išorę“. Nagri- 
nėjamos nelygybės sprendinių aibė 164 paveiksle subrūkšniuota. 
Pasirinkime skaičių хо. Vertikalioje tiesėje х=х yra vienintelis 
krašto taškas — jo ordinatė y4=242x9—x4. Visų vertikalios 
tiesės taškų, esančių Žemiau taško (xo; yo), ordinatės y mažesnės 
už Ya: U<. Todėl šie taškai priklauso nagrinėjamos nelygybės 
sprendinių aibei. 
Duota nelygybių sistema 


Mese у) 9 
g(x; y) 20. 


234 


Šios sistemos sprendiniu vadinama su- 
tvarkyta skaičių pora, tenkinanti kiek- 
vieną tos sistemos nelygybę. Todėl sis- 
temos sprendinių aibė yra tą sistemą 
sudarančių nelygybių sprendinių aibių 
sankirta. 

Pavyzdžiui, nelygybių sistemos 


(х--/220 
\2х—у=<0 


sprendiniy aibé уга 165 paveiksle su- 
brūkšniuotas. kampas. Tai dviejų pus- 
plokštumių sankirta, o kiekviena pus- 
plokštumė — šios sistemos vienos nely- 
gybės sprendinių aibė. 

| pavyzdys. Raskime sistemos 


x—/+170 
x+y—3<0 
х--3/-1220 


sprendiniu aibe. 

Sistemos kiekvienos nelygybės spren- 
dinių aibė yra pusplokštumė (166— 
168 pav.).  Nagrinéjamos sistemos 
sprendinių aibė yra šių pusplokštumių 
sankirta (169 pav.). i 

2 pavyzdys. Raskime sistemos 

e 
2х+3у220 


sprendinių aibę. 

Pirmos nelygybės sprendinių aibė 
yra skritulys, kurio spindulys 2, o cent- 
ras — koordinačių pradžios taškas (170 
pav.). Antros nelygybės aibė yra pus- 
plokštumė (171 pav.). Sistemos spren- 
dinių aibė — gautų aibių sankirta, t. y. 
pusskritulis (172 pav.). 

3 pavyzdys. Raskime sistemos 

pur mies 
3x—2y +3 <0 


sprendinių aibę. 

Sistemos nelygybių sprendinių aibės 
yra pusplokštumės (173 ir 174 pav.). 
Sių pusplokštumių kraštai yra lygiagre- 
čios tiesės (jų krypties koeficientai 


170 pav. 171 pa 172 pav. 


lygūs). Šiuo atveju pusplokštumiu sankirta yra tuščioji aibė, t. y. 
sistema nesuderinta. 
4 pavyzdys. Pavaizduokime sistemos 


x+ y— 10 
—x+ y+ 420 
! 5x+4y—38 <0 
2x— y+ 320 
xz 
yz 


sprendinių aibę. 

175—180 paveiksle subrūkšniuotos pusplokštumės yra sistemos 
nelygybių sprendinių aibės. 181 paveiksle pavaizduota šių pus- 
plokštumių sankirta. | 


Pratimai 


Raskite sistemos sprendinių aibę: 
1487. | 2x—y—1 <0 1488. 222 


1489. = 12 1496. bebes 
x—y—1zz0. x +y >0. 


178 pav. 


1491. (х2--12224 ls 
алж m х2--4522 1. 
1493. [че s 1494. 2227 

x+y<0 2x—9y—22z0. 

1495. koa 1496. ОМ masas 
2x?--y — 1 <0. x?—2x—gy — 30. 

1497. (х--2/220 1498. [2х—у—1<0 
= y<0 x—yTlzo 
x—4y +620. yzo. 

1499. [3x--2y — 1<0 1500. ( x+ yz0 
кеен pa y—3<0 
yz. х—2у< 0. 

1501. | х+у<0 1502. (х+0+22>0 
po каш ы ШЕ 
y «0. х—у—1< 0. 


76. W Pradinės žinios apie tiesinį programavimą 


Sprendžiant daugelį praktinių uždavinių, tenka nagrinėti ne- 
lygybių su keliais kintamaisiais sistemas. Galima pateikti kelis 
uždavinius, susietus su gamybos planavimu. Paprastai šie užda- 


| 180 рау. 181 pav. 
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viniai formuluojami taip: sudarykite geriausią gamybos planą, 
žinodami resursus, kurie dažniausiai apibūdinami keliomis nely- 
gybėmis. Taigi tenka ieškoti funkcijos didžiausios arba mažiau- 
sios reikšmės srityje, apibūdintoje nelygybių sistema. 

Pateikiame paprasčiausią tokio tipo uždavinį. 

Uždavinys. Gamyklų A ir B betoną reikia išvežti į tris 
statybos aikšteles. Gamykla A per parą pagamina 320 t betono, 
o gamykla B — 380 t. Per parą pirmajai statybos aikštelei reikia 
200 t, antrajai aikštelei — 280 t, trečiajai — 220 t betono. Vienos 
jo tonos pervežimo iš gamyklos į statybos aikštelę kaina pateikta 
lentelėje. 


1 lentelė 
Aikštelė 
asa. I | П | Ш 
Gamykla 
A | 2 | 4 | 6 
| В | 4 | 5 | 3 


Reikia sudaryti betono pervežimo planą taip, kad šių darbų kaina 
būtų mažiausia. 

Sakykime, kad iš gamyklos A į pirmąją statybos aikštelę išve- 
žama x tonų, o į antrąją statybos aikštelę y tonų betono. Kadangi 
antrajai statybos aikštelei reikia 200 t betono per parą, tai iš 
gamyklos B į pirmąją aikštelę reikia atvežti 200—x tonų betono. 
Į antrąją aikštelę iš gamyklos B reikia atvežti 280— y tonų betono 
рег parą. Visas kitas gamyklos А betonas (320—x—4 tonų) ve- 
žamas į trečiąją aikštelę. Kad ši aikštelė būtų aprūpinta betonu, 
iš gamyklos B reikia atvežti trūkstamą kiekį (220— (320—x— y) = 
=x-+4—100 tonų betono. 

Taigi pervežimo planą atspindi tokia lentelė. 


2 lentelė 
| 1 | П | III 
1 
А | х | у | 320—x— gy 
B | 200—x 280—y х+у—100 


Norint sužinoti planuojamo pervežimo išlaidas, reikia šios len- 
‚ telės kiekvieną skaičių padauginti iš atitinkamo 1 lentelės skai- 
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Ч аша (ten nurodyta betono vienos tonos pervežimo kaina) ir gau- 
tas sandaugas sudėti. Gauname reiškinį: 


S (x; y) -2xc-4y-6(320—x — y) + 
--4(200— х) 4-5(280— y) +3 (х-и — 100) = 
= 3 820— 5х — 4y. (1) 


Pagal uždavinio sąlygą kintamuosius x ir y reikia taip pa- 
rinkti, kad reiškinio S(x; y) reikšmė būtų mažiausia. Įsidėmėkime, 
kad kintamieji x ir y negali įgyti bet kokių reikšmių. Pervežamo 
betono masė negali būti neigiama. Vadinasi, visi 2 lentelės skai- 
čiai yra neneigiami: 


x=0, y=0, 320—-x—y7=0, 200—x20, 
280— 10, x+y—100=0. (2) 


Taigi funkcijos S(x; y) mažiausios reikšmės reikia ieškoti . 
(2) nelygybėmis apibūdintoje srityje, kuri parodyta 182 paveiksle. 
Kadangi funkcija S(x; y) yra tiesinė, tai mažiausią (ir didžiau- 
sią) reikšmę ji įgyja kurioje nors daugiakampio viršūnėje. 

Taip ir yra: funkcija S(x; y) įgyja reikšmę, lygią C, kai po- 
ra (x; y) tenkina lygtį 3820—5x—4y=C. Taškai, turintys tokias 
koordinates, sudaro koordinačių plokštumos tiesę, kurios lygtis 
3820—5x—4y=C. Įvairias C reikšmes atitinka skirtingos tiesės, 
lygiagrečios viena kitai: jų krypties koeficientai lygūs — 1,25. Jei 
C reikšmė tokia, kad tiesė eina per daugiakampio vidaus tašką, 
tai, šiek tiek sumažinę C, gausime lygiagrečią tiesę, taip pat ei- 
nančią per daugiakampio vidaus tašką (jei C reikšmę pakeitėme 
labai nedaug). Todėl ia C reikšmė negali būti nei didžiausia, nei 
mažiausia funkcijos 3820—5x—4y reikšmė. Jeigu tiesės ir dau- 
giakampio bendrieji taškai уга 
tik daugiakampio krašio taškai, 
tai egzistuoja toks kiek norima 
mažas C pokytis, kad naujoji 
liesė ir daugiakampis bendrų 
taškų neturi. Šitokia tiesės pa- 
168. parodyta 182 paveiksle 
brūkšnine linija. Atitinkama C 
reikšmė bus arba mažiausia, ar- 
ba didžiausia funkcijos 3 820— 
—5x—4y reikšmė. Iš tikrųjų, jei, 
esant C, reikšmei, tiesė ir dau- 
giakampis turi bendrą tašką 
(Xy; gi), o, pavyzdžiui, kai C> 
C, jau neturi, tai C, yra di- 
džiausia nagrinėjamos funkci- 
105 reikšmė šiame dangiakam- 
pyje, ir ji įgyjama taške (xi; yi). 182 pav. 
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Įrašydami į funkciją S(x; y) daugiakampio viršūnių koordi- 
nates (žr. 182 pav.), gauname: | 
S(0; 100)--3420, S(100; 0) 23320, S(200; 0) —2 820, 
5 (200; 120) —2 340, S (40; 280) —2 500, S (0; 280) =2 700. 


Mažiausią reikšmę 2340 funkcija S(x; y) įgyja taške (200; 120). 
Vadinasi, betono pervežimo išlaidos bus mažiausios, kai x=200 
ir y=120. Kai kintamieji x ir y įgyja šias reikšmes, 2 lentelė atro- 


| do taip: 


Pagal šitą schemą betono pervežimo išlaidos bus mažiausios ir 
lygios 2340. Pervežant pagal visus kitus variantus, reikia dau- 
giau išlaidų. I 
Daug ušdaviniu sprendZiama їг pagal schema, kurios esmé — 
rasti tiesinės funkcijos 
| S=bix1+byx>+...+-bnXn 


didžiausią arba mažiausią reikšmę srityje, apibūdinamoje nely- 
gybių sistema 

Q35X1 - d9jX2-. ..- anjn <t; ЇЇ 
ir tiesinėmis lygtimis 

dis Xi dn x2+.. E d axa — ya; ЇЕ RS. 


Tokie uždaviniai vadinami tiesinio programavimo uždaviniais. 

Kaip matyti iš pateiktojo pavyzdžio, tiesinio programavimo 
uždaviniai sprendžiami, nagrinėjant tiesinių lygčių ir nelygybių 
sistemas. Tais atvejais, kai sistemą sudaro dvi lygtys su dviem 
kintamaisiais arba trys lygtys su trimis kintamaisiais, Žmogus 
gali apskaičiuoti „rankiniu“ būdu, t.y. pats, be prietaisų, rašy- 
damas popieriuje. Tačiau, jei reikia spręsti dažnai ir daug siste- 
mų, geriau yra mechanizuoti darbą, naudojantis skaičiavimo ma- 
šinomis. 

Automatizavus skaičiavimą, ESM („elektroninėmis skaičiavi- 
mo mašinomis“) galima spręsti ne tik skaičiavimo, bet ir daugelį 
loginių, strateginių, diagnostinių ir žaidimo uždavinių. Pavyzdžiui, 
ESM žaidžia šachmatais, verčia iš vienos kalbos į kitą, iššifruoja 
tekstą, net senovės rankraščius ir t. t. 

Sugebėti sudaryti uždavinio sprendimo mašina planą (algo- 
ritmą) ir parašyti tą algoritmą kuria nors programavimo kalba — 
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vienas įvairių profesijų žmonių darbo kultūros požymių. Mūsų 
šalyje nuolat plečiama ESM bazė, reikia vis daugiau specialistų, 
mokančių sudaryti ir išspręsti mašina liaudies ūkio uždavinius. 
Elektroninės skaičiavimo mašinos užima svarbią vietą, spren- 
džiant mokslinės techninės revoliucijos, taip pat penkmečių planų; 
uždavinius. 


Pratimai 


1503. Gyvulininkystės fermoje penimi galvijai. Sakykime, kad 
kiekvienam galvijui kasdien turi būti skiriama ne mažiau 
kaip 6 vienetai maisto medžiagos A, 8 vienetai maisto me- 
džiagos B ir 12 vienetų maisto medžiagos C (tokios me- 
džiagos gali būti, pavyzdžiui, baltymai, riebalai ir anglia- 
vandeniai). Galvijams galima pirkti dviejų rūšių pašarus. 
(pavyzdžiui, išspaudas ir kombinuotus pašarus). Pirmojo: 
pašaro svorio vienete, kurio kaina 3 rub., yra 21 vienetas 
maisto medžiagos 4, 2 vienetai maisto medžiagos B ir 
4 vienetai maisto medžiagos C. Antrojo pašaro svorio vie- 
neto kaina 2 rub., ir atitinkami skaičiai 3; 2; 2. Reikia suda- 
ryti pigiausią paros racioną, kuriame būtų užtektinai maisto: 

medžiagų A, B ir C. 

‚ 1504. Fabrikas dviejų rūšių produkcijai gaminti turi trijų rūšių: 
žaliavos: 13 vienetų A rūšies, 9 vienetus B rūšies ir 8 vie- 
netus C rūšies. Pirmosios produkcijos gamybai reikia su- 
naudoti (2; 0; 2) vienetus nurodytų žaliavų, o antrosios — 
rodikliai yra (2; 3; 0) (nulis reiškia, kad tos žaliavos пе- 
reikia nurodytos produkcijos gamybai). Už realizuotą pir- 
mosios produkcijos vienetą fabrikas gauna pelno 3 sąlygi- 
nius vienetus, o už antrosios produkcijos — 4 tokius pat 
vienetus. Reikia suplanuoti darbą taip, kad fabrikas gautų 
didžiausią pelną. 


77. W Istorinės žinios 


Lygtį su dviem kintamaisiais pirmasis geometriškai interpre- 
tavo analizinės geometrijos kūrėjas R. Dekartas (1596—1650). 

Tiesinių lygčių su daugeliu kintamųjų sistemas pirmasis išsa- 
miai išnagrinėjo G. Leibnicas (1646—1716). Tiesinių lygčių. 
su m kintamųjų sistemos sprendimo bendras formules 1750 me- 
tais atrado šveicarų matematikas G. Krameris. Deja, pagal 
Kramerį tenka skaičiuoti n! narių sumą. Praktiškesnį tiesinių lyg- 
čių sistemos sprendimo būdą pasiūlė K. F. Gausas (1777— 
1855). Lygčių sistemą su dešimt kintamųjų skaičiuotojai galėjo 
išspręsti Gauso metodu per dieną, bet geodezijoje pasitaikančių 
kelių šimtų tiesinių lygčių sistemas keli skaičiuotojai kartais 


19. А!дтога ir analizės pradmenys IX—XI kl. 241. 


spręsdavo daug mėnesių. Tik išradus ESM, didelės tiesinių lygčių 
sistemos išsprendžiamos palyginti greitai. 

Tiesinių nelygybių sistemų nagrinėjimu labai susidomėta šio 
šimtmečio ketvirtajame dešimtmetyje, sukūrus tiesinį programa- 


vimą. 


Praktiškai daugiausia domina tiesinis programavimas, kai kin- 
tamųjų skaičius yra daug didesnis už du. Sprendžiant šiuos už- 
davinius, labai svarbu mokėti tiesinę lygtį su n kintamųjų inter- 
pretuoti geometriškai ,,n-matéje erdvėje“ Rn. 

Tiesinio programavimo metodų kūrimas, galima sakyti, prasi- 


dėjo nuo tarybinio matematiko L. Kantorovičiaus darbų. 


VI skyriaus papildomieji pratimal 


Raskite sistemos sprendiniu aibe: 


1505. 213 
“B 


1'z 


1506. 
Parel, 


1507. 


x?y + xy? —6 

xy (xy) —5. 
5 
(xy) 3v — um 
3logs(x--y) =х— 


1512. ( 12(x- y)? -x-2,5—y 


16(x—y)?-- x20,1254- y. 


x+U+1—0 
x+y—3<0 
x+170 
x—3<0. 
1514, ( x —y--2z20 
x—y—l1z0 
у--1250 
y—3<0. 
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1515. 


1516. 


1517. 


1518. 


1521. 


1522. 


) 
“ 


x4-2y4-220 
х+2у—4<0 
х—2<0 

x+y+1>0. 


3x—2y <0 
2y—9<0 


3x—2y +60 
EA 


х-57-220 
3x—y—4<0 
x+170 
yz. 
(х-2/-1220 
|Зх--у-115:0 
х сан 
xz. 


x—2y <0. 


xy—4<0 
x+370 
y+-420. 


ху+6=<0 
x—2y+8<0. 


—  — ы 


1523. 


1524. 


1525. 


1526. 


1527. 


1532. 
1535. 


1536. 


1587. 


1538. 


1539. 


Kiekvieną racionalųjį skaičių galima išreikšti begaline de- 
šimtaine periodine trupmena. irodykite. 

Racionalųjį skaičių verčiant (dalijant) begaline desimtaine 
trupmena, negalima gauti periodo (9). Įrodykite. 
Įrodykite, kad kiekviena begalinė dešimtainė trupmena уга 
racionalaus skaičiaus išraiška. 

Įrodykite, kad skaičius 3,272772777277772... yra iraciona- 
lus (po pirmojo dvejeto parašytas septynetas, po antrojo — 
du septynetai, po trečiojo — trys septynetai ir t. t. Po R-tojo 
dvejeto parašyta k septynetų ir t. t.). 


Įrodykite, kad šie skaičiai yra iracionalūs: 
РЕ T ex 
V3. 1528. V 2. 1529. УЗ. 1530. 105. 1531. Ig 43. 


V3+ V5. 1533. V2-- 1/8. 1534. V2 - V3 + V 8. 
Jei natūrinis skaičius a nėra kvadratas, tai а — iraciona- 
lusis skaičius. Įrodykite. 

išskaidykite dauginamaisiais: 


a) x*--4; 

b) (424-42)34-(22-22)3- (44-22), 
с) Gcryz)?—33— 5— 25; 

d) x8 +y? +23 —3xyz. 


Panaikinkite iracionalumą vardiklyje: 


1 1 1 
а) — É —; .)———— C) ===, 
) v Y 3 ПЕД: ) V2+V5+V 7 


Irodykite, kad né vieno racionalaus skaičiaus r negelima 
išreikšti suma 


r-ky 2-р V3, 
kurios k ir p — sveikieji, nelygūs nuliui skaičiai. 


Įrodykite, kad skaičiai V2, V3 ir V 5 nėra nei aritmetinės, 
nei geometrinės progresijos nariai (net ir ne iš eilės einan- 
tys). 
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1540. 


1541. 


1542. 


1543. 


1544. 
1545. 


1546. 


1547. 


1548. 
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Įrodykite formules: 
— п „Єт Ya 
a) V A+ Y 8- |/ At FAE rat y z= ra B. 
x 1/8 Z УАВ y. — V A-B 
b Va- y B= y 455258 | d 
Suprastinkite reiškinius: 


a) V 6z-42V2 V 19—6үЭ; 
b) V 51-4 Vi —V 41—4 V3à; 
c) V 94 —42 V5+ V 129-56 V5. 


Remdamiesi sekos ribos apibrėžimu, jrodykite teorema: jei 
An bs X Cn, 


~ 


koks bebūtų n, ir 
lim 2, =1іт c, = A, 


n> п->со 


tai egzistuoja ir lim bn. Ši riba taip pat lygi А. 

Seka vadinama nykstančia, kai jos riba lygi nuliui. Rem- 
damiesi ribos apibrėžimu, įrodykite, kad: 

a) dviejų nykstančių sekų suma yra nykstanti seka; 

b) aprėžtos sekos (t.y. sek6s, kurios visi nariai tenkina 
nelygybę |an| <M, kai M — tam tikras skaičius) ir nyks- 
tančios sekos sandauga yra nykstanti seka; 

c) lygybė 


= 


lim a4, —A 

n—oo 
teisinga tada ir lik tada, kai b,=a,—A yra nykstanti seka. 
Remdamiesi 1543 uzdaviniu, jrodykite sumos, sandaugos ir 
dalmens teoremas. 
Funkcija f vadinama nykstančia taške a, kai lim f(x) =0. 

x—-a 

Suformuluokite ir įrodykite panašias i 1543 uždavinio teo- 
remas nykstančioms funkcijoms. 
Remdamiesi 1545 uždaviniu, įrodykite dviejų funkcijų su- 
mos, sandaugos іг da!mens ribų teoremas. 


Apskaičiuokite ribas: 


li (zi = 
mi ” NS 9n 4” 


Pm 2m s 
lim(2: V2. V 2- y 2..... y/2). 


noo 


1549. Matematinés indukcijos metodu jrodykite Bernulio nely- | 
gybe: 
(1-5) 1 2- nh, 
kurios 1ze2 ir R> —1, А50. 
1550. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad n plokštumų 


dalija erdvę ne daugiau kaip į Aaa) dalių. 


155i. gae indukcijos metodu jrodykite lygybe 
< ]1H4-2-:21! 43-31... n: n12 (n 1)!— 1. 

1552. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad skaičius 
33n+24-94n+1 dalijasi iš 11, kai n — natūrinis skaičius. 
1553. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad teisinga ne- 

lygybė 
(1-- 5)" пл E pa 


kai A70, o пећ 223. 
1554. Remdamiesi ribos apibrėžimu, jrodykite, kad: 


a) ling; —0; b) lim Va=1; c) шу n=! 


п->оо(а:>0) п->оо 


1555. Apskaičiuokite funkcijų ribas: 


Vx—1-2 2-Үх-3 
lim Н = =; b) lim . 
a) Ээ y 3х--85-10” „VEB V x+9—4 
1556. Koks bebūtų M, egzistuoja natūrinis skaičius n, su kuriuo 
suma 


It уу k +] 


didesnė už M. Įrodykite. 
1557. Jei egzistuoja lim х, tai egzistuoja 


ir 


lim Z7 , lygi lim xy. 
Įrodykite. 

1558. Raskite funkcijos f(x) =х. |x! išves- 
tine f (0). 


1559. Įrodykite, kad funkcija f(x) = ү x? 
neturi išvestinės taške 0. 

1560. Prisiminę 23 skyrelyje nagrinėtą 
liestinės brėžimo būdą, nubrėžkite 
funkcijos y=x3 liestinę. 

1561. Remdamiesi kvadratinės funkcijos 
y-—ax?4-bx--c grafiko eskizu (183 
pav.), nustatykite koeficientų a, b, c 183 pav. 
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1562. 
1563. 


1564. 
1567. 
1568. 


1569. 


1570. 


1571. 
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ir diskriminanto D ženklą. Paaiškinkite, kaip bendruoju 
atveju nustatomi a, b, c ir D ženklai. 

1 
x2—8x--2 
Iš funkcijų f(x) —ax--b išskirkite visas tas, kurios turi tokią 
savybę: 

а) /(j(x)) =[(x), koks bebūtų x; 

b) f(f(x)) =x, koks bebūtų x. 

Raskite funkcijos f kompozicijas fof, fof of, fofofof, .. 
ir n-kartę kompoziciją su ja pačia. Nurodykite n-kartės 
kompozicijos apibrėžimo sritį: 

[(x)-3—x. 1565, f(x)= 5. 1566. [(х)= +. 


-Х 


n-taja išvestinę. 


Raskite funkcijos 


Ar apgręžiama funkcija х—2{х}? 
Iš funkcijų: a) y= =: р) у= = išskirkite tas, 


kurios sutampa su savo atvirkštine funkcija. 


Įrodykite, kad trupmeninės-racionaliosios funkcijos y= cL 


(kai cz&0) grafikas kongruentus funkcijos у= < grafikui 
(А — atitinkamas skaičius). Tiksliau sakant, vienas grafi- 
kas gaunamas iš kito lygiagrečiu postūmiu. Raskite koefi- 
cientą k. 

Nubraižytas funkcijos f grafikas (184 pav.). Nubraižykite 
eskizus šių funkcijų grafikų: 

a) у=](—2х); b) y=|(|x|); c) у= |6) |; 

d) у=]1—х); е) 9--1-80) 0 у=. 


(184 pav., b, pavaizduotos funkcijos reikšmė taške 0 ly- 
gi 1.) 


Nurodykite apgreziama funkciją, apibrėžtą atkarpoje [0; 1] 
ir turinčią du ekstremumo taškus. 


D 


184 pav. 


1572. 
1573. 


1580. 


1582. 


1584. 
1586. 


1587. 


Įrodykite, kad kubinė lygtis x?J-ax?-- bx -c—0 turi nors vie- 
па šaknj. 

Įrodykite, kad egzistuoja viena nevertikali tiesė, einanti per 
nurodytą parabolės tašką іг neturinti su parabole kitų bend- 
rų taškų. Įrodykite, kad ši tiesė yra parabolės liestinė tame 
taške. 


. Įrodykite, каа hiperbolės ху= а? liestinė su koordinačių aši- 


mis sudaro pastovaus ploto 242 trikampį. Lietimosi taškas — 
apibrėžto apie šį trikampį apskritimo centras. 


„Taškų M(x, y), per kuriuos galima nubrėžti Ё parabolės 


у= х2 liestinių, aibė žymima M; (А=0, 1, 2, ...). Pavaizduo- 
kite aibes M, koordinačių plokštumoje. 


„Jei funkcija f yra diferencijuojama kiekviename skaičių tie- 


sės taške ir, kokie bebūtų x; ir х2, 
Kai x2) =f (x1) +Í (x2), 
tai F (x) — konstanta. Įrodykite. 


. Įrodykite, kad n-tojo laipsnio daugianaris turi ne daugiau 


kaip n šaknų іг ne daugiau kaip (n—1) ekstremumo tašką. 


. Įrodykite, kad n-tojo laipsnio daugianaris kiekvieną reikšmę 


įgyja ne daugiau р п . 


. Sakykime, kad R(x) = 209 уга trupmeninė-racionalioji funk- ` 


cija (n — daugianario 2 “aiai, m — daugianario q laips- 
nis). 

a) Įrodykite, kad funkcija R(x) įgyja kiekvieną reikšmę ne 
daugiau kaip k=max(m, n) x kartų; 

b) Įrodykite, kad funkcijos R(x) ekstremumo taškų skai- 
čius ne didesnis už m4-n—1, Каі mn, ir ne didesnis už 
m-4-n—2, Каі т=п. 


I&veskite atvirkštinių trigonometrinių funkcijų išvestinių for- . 
mules: 


1581. arccos' х= : 


1 
ут ` 722 yi-a' 
1583. arcctg' х= — 


arcsin’ x= 


arctg’ x= 


l+ x2 ° 1-2* 


Įrodykite tapatybes: 

л 

9' 
Kiekvieną funkciją, kurios apibrėžimo sritis yra simetriška 
taško 0° atžvilgiu, galima vieninteliu būdu išreikšti lyginės 
ir nelyginės funkcijos suma. Įrodykite. 

Periodinės funkcijos grafiko dalis pavaizduota 185 paveiks- 
le. Funkcija apibrėžta visoje skaičių tiesėje. Koks gali būti 
funkcijos f periodas? (Nurodykite visas galimas periodo 
reikšmes.) 


: л 4 
arcsin x+arccos х= x+ 1585. arctg x+arcctg x= 
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1588 


1589. 


1590. 


186 pav. 


„Jei galima, papildykite 186 paveiksle pavaizduotų funkcijų 
grafikus iki grafikų periodinių funkcijų, kurių teigiamas 
periodas T mažiausias ir kurios yra: a) lyginės; b) nely- 
ginės. 

Ar egzistuoja tokios periodinės funkcijos, kurių: a) visi ra- 
cionalieji skaičiai yra periodai, o visi iracionalieji — ne; 
b) visi iracionalieji skaičiai yra periodai, o visi raciona- 
lieji — ne? 

Su kuriomis n reikšmėmis funkcija turi n ekstremumo taš- 
kų, kai ji yra: a) lyginė; b) nelyginė; c) periodinė? 


Įrodykite, kad funkcija | neperiodinė: 


1591. f(x) = cos х. cos(x V 2). 1592. f (x) =соѕ х--сов(х V 2). 
1593. f (x) =sin x2. : 1594. f (x) esin V x. 
1595. Įrodykite, kad dviejų tolydžių periodinių funkcijų, neturinčių 


1596. 


bendrų periodų, suma nėra periodinė (abi funkcijos apibrėž- 
tos visoje skaičių tiesėje). 
Įrodykite, kad sin 47?-- sin 61?— sin 11?— sin 25?— cos 7°. 


Apskaičiuokite sumas: 


1597. sin x+sin 2x+sin 3x4-...-- sin nx. 
1598. cos x4- cos 5x-F cos 9x 4-. ..-- cos (4n — 3) x. 
1599. Yra žinoma, kad 4--8--0-180), 504 SRB sinc, 
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[rodykite, kad a2=624+02—26c : cos А (A, B ir С nebūtinai 
teigiami skaičiai). 


1600 


1601. 


1602. 


1603. 


1604. 


1605. 


- 1606. 


1607. 


1608. 


1609. 


. Įrodykite, kad reiškinį a sin x+ b cos x galima pakeisti reiš- 
kiniu А cos(x4-q), kurio A= V a?4-0?. 
Jei trikampio kraštinės a, b ir c sudaro aritmetinę progre- 


Уу УУ ^ 
siją, tai ctg 2, etg 7 ir ctg $ taip pat sudaro aritmetinę 
progresiją. Įrodykite. 
Kad ir sin x, ir cos x būtų racionalūs skaičiai, būtina ir pa- 
kanka, jog tg Žž būtų racionalus. Įrodykite. 
Įrodykite, kad: 


a) 16 cos 20? cos 40? cos 60? cos 80*=1; 
b) cos? 3+cos? 1—соз 4 cos 2— 1. 


a) Sakykime, kad m masės kūnas, judėdamas tiese, taške, 
kurio koordinatė x, įgyja potencinės energijos u(x). Įrody- 
kite, kad judančio tiese kūno koordinatė x(t) tenkina dife- 
rencialinę lygtį mx" (t) = —u' (x). 

b) Įrodykite, kad harmoningai svyruojančio pagal dėsnį 
х" = x materialaus m masės taško potencinė energija 
lygi 22. čia &—mo? (laikykite, kad m(0) =0). 


Įrodykite, kad tiese judančio pagal antrąjį Niutono dėsnį 
materialaus m masės taško pilnutinė energija 


E= u(x) 


nekinta. 
Sakykime, kad x(t) ir xo(£) — lygties 


X (t) = —etx(t) 


sprendiniai. Įrodykite, kad funkcija x;(!) —x>(Í) іг Rx, (4), 
kai k — skaičius, taip pat yra tos lygties sprendiniai. 
Įrodykite, kad lygtis 


x" (t) = — o?x(t) 


turi sprendinį x=A cos(of--q), kuris atitinka pradines są- 
lygas x(0) =хо, x'(0) —vo. 

Remdamiesi 1605—1607 uždavinio rezultatais, jrodykite, kad 
diferencialinės lygties x“ (t) = —«o?x(f) kiekvieną sprendinį 
galima parašyti taip: х=А cos(0!+9). 

Sakykime, kad taškas P(f) tolygiai juda skaičių plokštumos 
apskritimu, kurio spindulys lygus 4, centras — koordina- 
čių pradžia, prieš laikrodžio rodyklę. Šis taškas per laiko 


vienetą pasislenka о radianų. Sakykime, kad vektoriaus OP 


pradinė padėtis OB, su teigiama ašies Ox kryptimi sudaro 
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1612. 


1613. 


1614. 
1615. 


1616. 


kampą Фф (187 pav.). Įrodykite, 
kad taško P(t) projekcija ašyje 
Ox svyruoja harinoningai, ir nu- 
statykite konstantas A, о ir 9. 

1610. Remdamiesi 1609 uždavinio re- 
zultatu, įrodykite, kad dviejų vie- 
nodo dažnio harmoninių svyravi- 
mų suma yra to paties dažnio . 
harmoninis svyravimas. 

1611. Įrodykite, kad dviejų vienodo daž- 
nio harmoninių svyravimų suma 
yra to paties dažnio harmoninis 

187 pav. svyravimas. Remkitės 1606 užda- 
vinio rezultatu. 

Įrodykite, kad dviejų harmoninių svyravimų  x4(1) = 

= Ду cos (011+ ф;) ir Хе (f) = А cos (02-95) suma yra perio- 

dinė funkcija tik tada, kai dažnių santykis yra racionalus 

skaičius r, t. y. kai 81 r. 

Sakykime, kad daugianaris f(x) yra ne aukštesnio kaip tre- 

čiojo laipsnio. Įrodykite, kad 

b 


f !1х)ах= = (L47215), 


jei mH). = (222), а=). 


Vandens lašo pradinė masė lygi M. Veikiamas sunkio, jis 


krinta ir garuoja kas sekundę netekdamas masės m. Kokį 


darbą atlieka sunkis per laiką nuo lašo kritimo pradžios iki 
visiško išgaravimo? 

Reikia supilti kūgišką smėlio krūvą. Kūgio aukštinė H, pa- 
grindo spindulys R, smėlio tankis o. Kūgis formuojamas 
nuo pagrindo plokštumos. Kokį mažiausią darbą reikia at- 
likti, nugalint sunkį? 

Vienalytės trikampės plokštelės pagrindas a=40 cm, aukš- 
tinė h=30 cm, storis d—0,2 cm, medžiagos tankis o= 
=2,2 g/cmš. Ji sukama apie pagrindą pastoviu kampinio 
greičiu ө--5л 8-1, Apskaičiuokite plokštelės kinetinę ener- 
giją (nekreipkite dėmesio į plokštelės storį). 


„ Raskite vienalyčio pusrutulio, kurio spindulys R, masės 


centrą. 


„ Raskite vienalyčio pusskritulio, kurio spindulys R, masės 
y 


centra. 


. Vienalytis künas gramzdinamas | vandenj. [rodykite, kad 


Archimedo iėgai nugalėti atliekamas darbas lygus ogV/, 
jei о — vandens tankis, g — laisvo kritimo pagreitis, V — 


1629. 


1622. 


1623. 


1627. 
1629. 


1631. 
1633. 


1635. 


1636. 


1637. 


1638. 


1640. 


1641. 
1642. 


tūris, В— vandens gylis, kuriame yra gramzdinamo kūno 
masės centras. 
Apskaičiuokite integralus: 
28 S sa 
f. dx. 1621. fay 1- £ dx. 
2 


B 3 x 
0 V lc 


Raskite funkcijos f(x) =x* išvestinę. 
Ištirkite funkciją pagal 27 skyrelio schemą ir nubraižykite 
funkcijos grafiką: 


S. 1624. xes, 1625. VxInx. 1626. (5) - + 


* 


Raskite funkcijos reikšmių sritį: 

cos? x — cos x. 1628. 3 cos x—4 sin x—2. 

4х +25, 1630. хх (x>0). 

Koordinačių plokštumoje pavaizduokite aibę taškų, kurių 
koordinatės atitinka nurodytą sąlygą: 


2— 72 
Zr <0. 1632. |x--y| - |x-y| —4. 


— xyl. 0+1 
V x+v> |x]. 1084, тс», 


Taikydami integralą, apskaičiuokite ribą: 


тыз) : 


a 1 "HX "ERA. : 
lim = (sin 7 tsin i T... sin = 


no 


"M 1 1 ) 
limi 417: 549 Teck n+nJ ° 
Я 1P? +2? +... +n? 

lim = (p>0). 


n— oo 


Kiek šaknų turi šios lygtys? 
x3—4x?—3x 45-0. 1639. х2-40х--а (a — parametras). 
]rodykite, kad skaičius 


m > 
847 847 
| 64- V etl 6— 7 
yra racionalusis. 
Koks turi būti pagrindas a, kad egzistuotų skaičiai x, lygūs 
savo logaritmui: x—log, x? 


Kokios turi būti parametrų (a, b ir C) reikšmės, kad būtų 
apibrėžtas integralas: 


b d 3 d b 
„dk, (ах. „dr 
x—2' b) I g=’ c) [ тб? 

в 0 а 
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КАКТОЛМО MEDZIAGA 


1. Aibés ir ju operacijos 


Aibe vadinamas kokių nors objektų — tos aibės elementų — 
rinkinys. Aibė nusakoma, išvardijant visus jos elementus arba 
nurodant visiems jiems būdingą savybę. Vardijami aibės elemen- 
tai dažniausiai rašomi riestiniuose skliaustuose, pavyzdžiui, 


(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9) — skaitmenų aibė. 


Jei elementas x priklauso aibei X, tai rašoma: хєХ (skaitoma: 
„X priklauso aibei X“). Jei elementas y nepriklauso aibei Y, tai 
rašoma: y é Y. 

Jei kiekvienas aibés B elementas yra ir aibés A elementas, tai 
B vadinama aibės A poaibiu. Užrašoma šitaip: Вс-А (skaitoma: 
„aibė B telpa aibėje A") агра АВ (skaitoma: „aibė A padengia 
aibę B“, arba „aibė A apima aibę B“). 

| pavyzdys. Natūrinių skaičių aibė 


N=(1; 2; 8; 2), 
neneigiamų sveikųjų skaičių aibė 
Z= (0; 1; 2; 3; ...), 
sveikųjų skaičių aibė 
Z=. (0; lp 32; SE. 
racionaliuju skaičių aibė 


Q= 2 | p= z, дем} 


ir realiųjų skaičių aibė R susijusios taip: 
NcZycZcQcR. 


Dviejų aibių sankirta vadinama aibė visų elementų, kurie pri- 
klauso kiekvienai tų aibių. Aibių A ir B sankirta žymima taip: 
А П B. Aibės A ir B schemiškai pavaizduotos 188 paveiksle, aibių 
А ir B sankirta — subrūkšniuota figūra. 

Dviejų aibių sąjunga vadinama aibė visų elementų, priklau- 
sančių nors vienai tų dviejų aibių. Aibių A ir B sąjunga žymima 
taip: AU B. Aibių A ir B sąjunga — 189 paveiksle visa subrūkš- 
niuota figūra. 
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Neturinti né vieno elemento aibé va- 
dinama tuščiąja aibe ir žymima simboliu 
Ø. Laikoma, kad tuščioji aibė yra kiekvie- 
nos aibės poaibis. 

Sakykime, kad B — aibės A poaibis. 
Aibės B papildiniu iki aibės A vadinama 
aibė, sudaryta iš visų A elementų, nepri- 
klausančių aibei B. 190 paveiksle schemiš- 
kai pavaizduotos tokios aibės А ir B, kad 
Вс-А, aibės B papildinys iki aibės А — 
subrūkšniuotoji figüra. 

2 pavyzdys. Nelygybes |x!>1 
sprendinių aibės papildinys iki realiųjų 
skaičių aibės — intervalas | — 1; 1 [. 

Aibés skaidymas j poromis nesusiker- 
tančius poaibius vadinamas klasifikacija, 
o gauti poaibiai — klasėmis. 

3 pavyzdys. Trikampių aibę gali- 
ma suskirstyti į tris klases (pagal didžiau- 
sio kampo didumą): smailiuosius, stačiuo- 
sius ir bukuosius. 

4 pavyzdys. Plokštumos daugia- 
kampių aibę galima suskirstyti į be galo 
daug klasių, klasifikuojant juos pagal 
kraštinių skaičių: trikampiai, keturkampiai, 
penkiakampiai ir t. t. 


2. Aritmetikos veiksmų dėsniai ir nelygybių savybės 


Jei a, b ir c — realieji skaičiai, tai: 

a) a+b=b+a (sudėties perstatymo dėsnis); 

b) (a+b)+c=a+ (b+c) (sudėties jungimo dėsnis); 

с) a-b—b-a (daugybos perstatymo dėsnis); 

d) (a*5)-c—a-(b-c) (daugybos jungimo dėsnis); 

е) (246)-c=a-c4+b-c (skirstymo dėsnis). 

Iš šių dėsnių išplaukia atimties ir dalybos analogiškos savy- 
bės, pavyzdžiui, 

(a—b)-c=a-c-b-c, 

(a+b):c=a:c+b:c. 

Iš dviejų skirtingų realiųjų skaičių vienas yra didesnis už kitą 
(palyginimo taisyklės pateiktos 2 skyrelyje, p. 12). Jei skaičius a 
didesnis už skaičių b (a>6), tai sakoma, kad b mažesnis už a 
(b<a). 

Išvardysime pagrindines nelygybių savybes: 

a) jei a, b ir c — realieji skaičiai, ab ir b>c, tai а»с, 


253 


Jei ab (a ir b — realieji skaičiai), tai: 

b) a+c>b--c; čia c — realusis skaičius; 

c) ac» bc; čia c — teigiamas realusis skaičius; 

d) ac<bc; čia c — neigiamas realusis skaičius. 

Iš pateiktų skaitinių nelygybių pavyzdžių galimos tokios iš- 
v ados: 

e) Jei арр ir c>d, tai a+c>b+d ir a—d>b—c (teisingų 
skaitinių. nelygybių sudėties ir atimties panariui teoremos). 

Í) Jei a, b, c, d — teigiami realieji skaičiai, a>6 ir c>d, tai 
ac>bd ir а> > (nelygybiu su teigiamais nariais daugybos ir 
dalybos panariui teoremos). 


3. Tiesioginis proporcingumas 


Tiesioginiu proporcingumu vadinama funkcija y=kx, jei k — 
nelygus nuliui realusis skaičius (k vadinamas proporcingumo koe- 
ficientu). 

Visos kintamųjų x ir y atitinkamų reikšmių poros (х1; yi) ir 
(хэ; уз) (skaičiai х, xx yi, Yz nelygūs 
nuliui) tenkina lygybe 
I 81423 Rh 


X Хо 


l pavyzdys. Kelias, kurj nueina 
künas, judédamas tiese pastoviu greiciu, 
yra tiesiog proporcingas judėjimo lai- 
kui. 

2 pavyzdys. Sakykime, kad kin- 
tamasis y proporcingas kintamajam x, 
proporcingumo koeficientas kı, o kinta- 
masis z proporcingas kintamajam y, 
proporcingumo koeficientas ko Tada 
kintamasis z proporcingas kintamajam 
x, proporcingumo koeficientas А; 2з. 

Iš tikrųjų, Z= ky = Ах. 

Funkcijos y=kx grafikas yra tiesė, 


| einanti per koordinačių pradžios tašką 
! O, kurios krypties koelicientas lygus R 
' | (pasvirimo i ašį Ox kampo tangentas 


уу 


гаа —+ lygus k). 
/ Ё X Įrodykime tai. Per taškus О= М (0; 
0) ir P=M(1; k) išveskime tiesę (191 
ir 192 pav.). Sakykime, kad E ir D yra 
taško P projekcijos koordinačių ašyse. 
Tada |OE|=1, |0D|= |k]. 

Turime įsitikinti, kad: 1) kiekvienas 
192 pav. tiesės OP taškas priklauso tiesioginio 


x 


> A M 
| ы. 
d 


proporcingumo grafikui ir 2) kiekvie- 


nas funkcijos y=kx grafiko 1а5Кав- 


priklauso tiesei OP 

1) Pasirinkime bet kurj tiesés OP 
tašką Q—M (x; y). Sakykime, kad F 
ir G — taško Q projekcijos ašyse Ox 
ir Oy. Tada F=M (x; 0), G=M (0; y) 
ir |OF|=|x|, |0G|=|y|. I$ trikam- 
piu OPE ir ООР panašumo gauname: 

|PE| | IQF] 10] 
ТОЕ = ТОРТ" У. Ik 

Iš čia |y|= |k|-|x|. 

Kai А20, teigiamas x reikšmes 
atitinka teigiamos y reikšmės, o nei- 
giamas x reikšmes — neigiamos y 
reikšmės. Taigi, pasirinkę bet kurį 
tiesės OP tašką, gauname у= Rx. 
Analogiškai у= Ех, kai k<0. 

2) Per tašką (x; 0) nubrėžiame 
tiesę, lygiagrečią ašiai Oy. Sitos tie- 
sės ir tiesės OP susikirtimo taškas — 
ieškomasis tiesioginio proporcingu- 
mo graliko taškas: jis yra tiesėje 
OP, todėl, remiantis 1), jo koordina- 
tes (x; y) susijusios taip: у= kx. 

3 pavyzdys. 193 paveiksle pa- 
vaizduoti funkcijos y=kx grafikai, 
atitinką įvairias k reikšmes (k= +0,5; 
dag sl. 

4 pavyzdys. Kadangi trikam- 
pio plotas lygus 0,5 ah, tai trikam- 
pig, kurių dvi viršūnės yra vienoje 
iš lygiagrečių tiesių, o trečioji — ki- 
toje (194 pav.), plotas tiesiog pro- 
porcingas pagrindo ilgiui. Proporcin- 
‘сито koeficientas k=0,5 h (h— at- 
stumas tarp tų tiesių). Tai išplaukia 
iš formulės S=0,5ah. Trikampio pa- 
grindas — teigiamas dydis, todėl tos 
priklausomybės grafikas — atviras 
spindulys (195 pav.). 

5 pavyzdys. Skritulio, kurio 
spindulys R, išpjovos plotas (S= 


Ї i aš : : 
= < Ra) tiesiog proporcingas jos 
lanko radianiniam matui; proporcin- 
нар 1 a 
gumo koeficientas k= > R? (R — iš- 


193 pav. 


194 pav. 


195 pav. 
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196 pav. 


pjovos spindulys). Šitos priklausomybės grafikas yra atkarpa, 
kurios galai M(0; 0) ir М(2л; xR?) (196pav.). 
6 p bii ays Kai materialaus taško masė lygi m, jo kine- 


tinė energija T“ tiesiog proporcinga 0? WEBER greičio kvadratui). 


элээ koeficientas k= m. 


Jei kintamasis y proporcingas kintamajam х ir proporcingumo 
koeficientas lygus k, tai kintamasis х (kai k>50) proporcingas 


kintamajam y, o proporcingumo koeficientas lygus + : 


4. Atvirkščiasis proporcingumas 


Atvirkščiuoju proporcingumu vadinama funkcija у=, ku- 


"sios k— nelygus nuliui realusis skaičius. Skaičius k vadinamas 
atvirkščiojo proporcingumo koeficientu. 
Pabrėžiame, kad nė vienas kintamųjų x ir y negali įgyti reikš- 
mės 0. 
Kintamųjų x ir y atitinkamų reikšmių bet kurios poros (xi; Yi) 
ir (хә; yg) tenkina lygybę 
n.p 
Хе X; " 


nes jiXi— Ix = Ё. 

l pavyzdys. Laikas, per kurj tolygiai tiese judantis künas 
nueina tam tikrą atstumą, yra atvirkščiai proporcingas to kūno 
greičiui. 

Kai kintamasis y atvirkščiai proporcingas kintamajam x ir 
atvirkščiojo proporcingumo koeficientas lygus k, tai kintamasis 
„x atvirkščiai proporcingas kintamajam y ir atvirkščiojo propor- 
| cingumo koeficientas taip pat 
lygus k. 

Funkcijos y= - grafikas уга 
kreivë, kurig sudaro dvi šakos. 
Funkcijos y= 3 grafikas vadi- 


namas hiperbole. 

2 pavyzdys. 197 paveiks- 
le pavaizduoti funkcijos у= — 
grafikai, atitinką įvairias k 
reikšmes (k= +1; +2; ++ ). 


Atkreipiame démesj j tai, kad 
197 pav. hiperbole taip pat vadinama 


258 


198 pav. 


kreivé, gauta i$ funkcijos y— 5 grafiko poslinkių ir suspaudimo 
ašiu atZvilgiu kompozicija. 


3 pavyzdys. Funkcijų у= l2, ах ; (198 pav.) gra- 
fikai yra hiperbolés, gautos i$ funkcijos у= > Pon lygiagrečiu 
postūmiu. i 


4 pavyzdys. Kreivė x?—y?=1 yra hiperbolė. Mat ji— 
funkcijos y= 25 grafiko vaizdas, gautas posūkiu —45° kampu 
apie centrą М (0; 0) (paaiškinkite, kodėl, 199 pav.). 

Kai k>0, funkcijos у= £ grafikas yra I ir III koordinatiniame 
kampe (200 pav.), o kai Ё<0,— II ir IV koordinatiniame kampe 
(201 pav.). 

Kadangi funkcija у= + nelyginė, tai jos grafikas simetriškas 
koordinačių pradžios taško atžvilgiu. 

Funkcija у= Ž tolydi intervaluose ] —o; O[ ir (0, oo [. Taš- 
ke x=0 šita funkcija neapibrėžta. 


199 pav. 200 pav. 201 pav. 


17. Algebta ir analizės pradmenys IX—XI ki. 257 


202 pav. 


204 рау. 
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Funkcijos £ išvestinė lygi 
- š. Kadangi ši išvestinë api- 
brėžta kiekviename funkcijos £ 
apibrëZimo srities taške ir niekur 


- nelygi nuliui, tai funkcija £ ne- 


turi kritinių. taškų. 

Kadangi (=) >0, kai Ł<0, 
tai funkcija intervaluose |— оо; 
01 ir ]0; oo[ didėja, kai &« 0. Kai 
k>0, funkcija + mažėja interva- 
luose ] — оо; O[ ir 10; oo[. 

5 pavyzdys. Funkcija у= 
=Ë intervaluose ] — co; O[ ir ]0; 
со | mažėja (202 pav.), o funkcija 
y=3- intervaluose] — co; —1[ 
ir ] —1; oo[ didėja (203 pav.). 


5. Tiesinė funkcija 


Funkcija y=kx+b, kai k ir b — 
skaičiai, vadinama tiesine funkcija, 

Tiesinės funkcijos apibrėžimo 
sritis — visa skaičių tiesė R. Reikš- 
miu aibė, kai k==0, — taip pat visa 
skaičių tiesė R. Kai k=0, reikšmių 
aibę sudaro vienas taškas б. 

Tiesinė funkcija /(x)=Rx+6 
diferencijuojama visoje skaičių tie- 
sėje: kiekviename taške jos išves- 
tinė lygi k, kai k>0, funkcija f 
intervale ] —co; oo[ didėja; Ка! 
k«0, tame intervale mažėja; kai 
k=0, funkcija yra pastovi. 

Kai k=0, kiekvienas taškas yra 
funkcijos kritinis taškas, nes kiek- 
viename taške išvestinė lygi nu- 
liui; kai 8520, kritinių taškų nėra. 

Kai £350, tiesinė funkcija eks- 
tremumų neturi. 

Tiesinės funkcijos grafikas yra 
tiesė, kurios krypties koeficientas 


205 pav. 206 pav. 1 207 pav. 


208 pav. 209 pav. 


210 pav. 211 pav. 


77 


215 pav. 


213 рач. 214 pav. 
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lygus k. Kai А520, ši tiesė gaunama iš tiesioginio proporcin- 
gumo y=Rx grafiko lygiagrečiu postūmiu (204 pav.). 

Kai y —Rkx-Fb, tai sakoma, kad kintamasis y tiesiškai priklauso 
nuo kintamojo x. Be to, Каі #==0, kintamasis x irgi tiesiškai pri- 


klauso nuo y, nes tada x= +y- ын 


205—207 paveiksle pavaizduoti tiesinių funkcijų grafikai su 
įvairiais k ir b (205 pav. k=1 ir b=+1; +0,5; +3; 206 pav. 
Ё-0,6 ir b=—1; 0; 1; 2,5; 207 pav. k=—2 ir b=—1; Ё=—0,5 
їг b=4). 1 

Jei kintamasis y tiesiškai priklauso nuo kintamojo x, o kinta- 
masis z tiesiškai priklauso nuo kintamojo y, tai kintamasis z tie- 
siškai priklauso nuo kintamojo x. 


Iš tikrųjų, 
Z— у + bo (Кх +b,;) +ba= kikox + (61+ 65). 


Тіеѕёѕ у= ух +6, ir у= kox +6: lygiagrečios tada ir tik tada, 
Ка! kı=k (Zr. 208 pav.). 

Šių tiesių statmenumo būtina ir pakankama sąlyga yra lygybė 

kik;=—1 (paaiškinkite, kodėl, 209 pav.). 

Tiesės, kurių koeficientas b yra tas pats, eina per vieną taš- 
"Ка М(0, b) (žr. 210 pav.). 

Bet kuri tiesė, nelygiagreti ordinačių ašiai, yra tiesinės funk- 
„cijos grafikas (žr. 204 pav.). Koeficientas b lygus šios tiesės ir 
„ordinačių . ašies susikirtimo taško ordinatei, koeficientas k — kam- 
"po tarp tiesės ir ašies Ox tangentui. Kai Mi M(xi; yi) ir Mo 

= М (хз; уз) — du tiesės taškai, tai k= ŽŽ (911 pav.). 


X) — Х| 


Tiesine lygtimi su dviem kintamaisiais x ir y vadinama lygtis 
Gx4-by-4-c—0, kurios a, b ir c — realieji skaičiai. Jei а ir b vienu 
metu nelygūs nuliui, tai tos lygties grafikas yra tiesė: „vertikali“ 


tiesė х=—+, Ка! b=0 (212 pav.), ir tiesinės funkcijos у= 


$ x— + grafikas, kai 550. 


бж — 


Taigi bet kuri plokštumos tiesė yra tiesinės lygties grafikas. 

Tiesinių lygčių grafikai, kai a, b ir c reikšmės yra įvairios, 
pavaizduoti 213 paveiksle. j 

Nelygybés ах--0у--с220 arba ax+by+c<0 (a ir b vienu 
metu nelygūs nuliui) sprendinių aibė yra pusplokštumė, kurios 
kraštas — tiesė ax+by+c=0. Atitinkami pavyzdžiai pateikti 
, 214—217 paveiksle. Norint sužinoti, kuri iš dviejų pusplokštumiu 
yra nelygybės sprendinys, užtenka patikrinti, ar bet kurio plokš- 
tumos taško, nepriklausančio tiesei ax+by+c=0, koordinatės 
„tenkina nelygybę (imti bandomąjį tašką). Kai c==0, paprasčiau- 
sia imti tašką O= М (0; 0). 


, 
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216 pav. 217 pav. 218 pav. 


Nelygybés ax+by+c>œ>0 arba ax+by+c<0 (а іг b vienu me- 
tu nelygūs nuliui) sprendinių aibė — atvira pusplokštumė, kurios 
kraštas yra tiesė ax--by--c-—0 (218 pav.). 


6. Kvadratinis trinaris 


1°. Kvadratinio trinario skaidymas dauginamaisiais. Funkcija 
y=ax?+bx+c, kurios koeficientai a, b, с — realūs skaičiai ir 
a0, vadinama kvadratine, o reiškinys ax?4-bx +c — kvadratiniu 
trinariu. 

Pertvarkykime kvadratinį trinarį: 


ax?-4-bx--c—a (2+ сэн 4) -а (2+2 . сэн (2) - 
паун) ај в) 
(5-89. 2 


Reiškinys b2—4ac vadinamas kvadratinio trinario diskriminan- 
tu ir žymimas raide D: D=62—4ac. 


Kai D>0, tai (1) reiškinį, kaip reiškinių x+ > ir шид 
kvadratų skirtumą, galima išskaidyti dauginamaisiais: 
by b2—4ac) _ b , Y b?—4ac ( b ГЭ 
a ((x+ A 7 да? )=а (х+ 20 * 2a rr 2a 2a 7 
=a (x— xı) (x—x9); 


čia TO 
= == ашиг А 
Taigi 
ax? 4- bx ca (x— xi) (x— х). (2) 
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Kai 0-0, tai 
2 2. 
[ce] nin 
su visomis x reikšmėmis. Todėl nėra х reikšmių, su kuriomis 
ax?+bx+c=0. Taigi reiškinio ax?--bx--Fc negalima išskaldyti 
tiesiniais dauginamaisiais, t. y. išreikšti sandauga 


(px+q) (ex+f), 
mes ta sandauga lygi nuliui, kai х= — L іг x=— 1, 
2°. Kvadratinés lygties Saknys. Lygtis 
` ax?- E bx+ c= 0, (1) 


Ка! a==0, vadinama kvadratine lygtimi. 
Kai b?—4aczz0, (1) lygtis ekvivalenti lygčiai 


а(х— ху) (x— xo) =0; (2) 


čia x, ir хә — reiškiniai, gauti 1? poskyryje. Kadangi sandauga 
lygi nuliui tada ir tik tada, kai nors vienas dauginamasis lygus 
nuliui, tai gautos lygties šaknys уга x; ir хә. Šios šaknys sutampa, 
kai b2—4ac=0. 

Kai 62—4ас<0, (1) lygtis neturi šaknų, nes reiškinys ax?4- 
+bx+c nelygus nuliui (žr. 1? poskyrį). 

Taigi, kai D<0, lygtis ax?J-bx--c-—0 neturi šaknų; Каі D=0, 


turi vieną šaknį x=— x; kai D>0, turi dvi šaknis, kurios rašo- 


mos viena formule: 


BELL Y b2—4ac 
—— #шш. (3) 


Vadinasi, kvadratinės lygties šaknų skaičius priklauso nuo 
diskriminanto D ženklo. 


l pavyzdys. Kvadratinės lygties 
6x?—x—120 


diskriminantas yra teigiamas: 12—4-6-(—1) =25>0. Todėl lyg- 
—b+ put дас 155 1 

=. t y. хүр х 855709 
Be to, kvadratinj trinarj psl galima išskaidyti dauginamai- 
siais: 6x?—x—1=6 (x+ +) (x-3)- (3х--1) (2x—1). 


2 pavyzdys. Kvadratinės lygties 2x2—3x4+2=0 diskrimi- 
nantas D yra neigiamas: D=32—4-2. ger Todėl duota lyg- 
tis neturi šaknų ir trinario 2x?—3x--2 negalima išskaidyti tiesi- 
niais dauginamaisiais. 

3 pavyzdys. Lygtis 9х2+12х+4=0 turi vieną šaknį 
(х= -- 3] „nes jos diskriminantas D lygus nuliui: D=12*— 


tis turi dvi šaknis: x= 
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—4-9-4=0. Išskaidę trinarį 9х2--12х--4 dauginamaisiais, gau- 
name: 
9x? 4- 12x - 4 — (3x 4- 2)?. 


Kvadratinés lygties šaknų formulė kartais užrašoma taip: 
„TV (= -ас 


skyrium imant, Ка! a=1, gauname: 


b Б \? | 
-25Ү(17-а (4) 
pavyz dys. Sprendžiant lygtį —3x?4-2x--1-—0, patogu 
taikyti (37) formule: 
—1+ Y P?—(—3)1 m 


1 
x= = а Qty xnl а= = 


(3^) 


5 pavyzdys. Lygtis б кз turi dvi šaknis, nes jos 


diskriminantas teigiamas. Jas аг алан taikydami (4) for- 


mule: 
з +V yen 4) + 1= 3555, M. х= -i. X272. 


3“. "үн teorema. Raskime ge ax?--bx--c-—0 šaknų su- 
mą ir sandaugą: 


—b— V b2—4ac , —b+ V b2?—4ec —b-b b 
= ——— nh ——s— — = c = — — 
xtxo 2a T | 2a 2a а? 
—b— V b?—4ac| —b-- Y b*—4ac 
х |). | а 
2а 124. , 
= (—b)2— (Vb Зас)3 _ dac с 
443 |. "4d a^" 


Taigi teisinga teorema: kvadratinės lygties ax?+bx+c=0 
šaknų suma lygi — 4, o ju sandauga lygi =. 

6 pavyzdys. Lygtis 552-116--4--0 turi dvi šaknis, nes 
jos diskriminantas teigiamas (D=41>0). Tų šaknų suma lygi 
-=H = гэ o sandauga +. | у 3 

Bude kvadratinę lygtį pagal jos šaknis ir kartais spren- 
džiant lygtis, taikoma teorema, atvirkštinė Vijetos teoremai. 

Skaičiai x; ir xa pe kvadratinés lygties 

= (xi X2) x+ x1x2 0 

šaknys. 

Norint įrodyti, pakanka į lygtį įrašyti reikšmes XX ЇГ X= X° 
(arba išspręsti pagal 2° poskyrio formules). 
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219 pav. 220 pav. 


7 pavyzdys. Skaičiai 0,2 ir 4,5 yra šaknys lygties 
x2— (0,24+4,5)x40,2-4,5=0, 


t.y. lygttes x2—4,7x4-0,9=0. 

Kai a — nelygus nuliui realusis skaičius, lygtis х2 —4,7х-+-0,9 = 
=Ü ckvivalenti lygčiai a(x?—4,7x4-0,9) =0. Pavyzdžiui, kai а--10, 
gauname: 

10x2—47x4+9=0. 


4°. Kvadratinės funkcijos grafikas. Kvadratinės funkcijos gra- 
fikas pavaizduotas 219 paveiksle. Jis vadinamas parabole. 
Kvadratinės funkcijos išvėstinę y/=2ax4b prilyginę nuliui, 


sužinome, kad ta funkcija turi vieną kritinį tašką X= 72. Gra- 


fiko taškas, kurio tokia яа шилэн parabolės viršūne; to 
taško ordinatė lygi | 

2 Ь —b?-- 4ac 
»=а (—5) +b (75) +c= — o 


Kai а>0, parabolės šakos nukreiptos aukštyn, o kai а<0,— 
žemyn. Atsižvelgiant į lygties šaknų skaičių, kiekvienas šių atve- 
jų suskirstomas dar į tris atvejus. 

61 paveiksle (p. 88) pavaizduotos visos šešios „funkcijos gra- 
fiko padėtys abscisių ašies atžvilgiu. 
a 8 pavyzdys. Pagal kvadratinio trinario grafika (220 pav.) 
nustatykime koeficientu a, b, c ir diskriminanto D Zenkla. 
Kadangi parabolės šakos nukreiptos žemyn, tai a<0. Para- 
bolės viršūnės abscisé xj teigiama, nes parabolės viršūnė yra 


dešinėje pusplokštumėje, Iš formulės хо= — sz Matome, kad skai- 


čių a ir b ženklai yra nevienodi, t. y. 920. Grafikas kerta ašį Оу 
taške, kurio ordinate c—[(0); ji neigiama, todėl c<0. Grafikas 
su abscisių ašimi turi vieną bendrą tašką (liečia tą ašį), t. y. 
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lygtis ax?--bx--c—0 turi vieną šaknį. Vadinasi, D—0. Taigi a« 0, 
b>0, c<0, D=0. 

5°. Antrojo laipsnio nelygybių sprendimas. Antrojo laipsnio 
nelygybes paprasčiausia spręsti intervalų metodu (Zr. 14 sky- 
reli). 

Pravartu prisiminti, kad kvadratinio trinario Zenklas sutampa 
su x? koeliciento ženklu visoje skaičių tiesėje, išskyrus intervalą 
tarp šaknų (jei šaknys egzistuoja). 

9 pavyzdys. Kvadratinio trinario 2x2—3x—5 šaknys yra 
skaičiai —1 ir 2,5. Kadangi х? koeficientas yra teigiamas (jis ly- 
gus 2), tai 2x?—3x—5>0 intervaluose | — оо; -1| ir ]2,5; oo[ 
ir 2х2—3х—5<0 intervale ] — 1; 2,5[. 

10 pavyzdys. Kadangi trinaris —x?--3x—11 neturi šaknų 
(jo diskriminantas neigiamas: D= —35) ir x? koelicientas neigia- 
mas, tai nelygybė 


—x24+3x—11>0 
neturi sprendinių. 
ll pavyzdys. Nelygybės 
—x?+3x—1 <0 
sprendinių aibé — visa skaičių tiesė. 
12 pavyzdys. Nelygybės 
16x2—24x+9=<0 


sprendiniu aibe sudaro vienas taškas x= 3. (nes Р--242-16-9х 


X4=0 іг lygties 16x?—24x4-9—0 šaknys sutampa: х= х= 3), 


7. Reiškiniai su kintamaisiais 


1°. Reiškiniai su kintamaisiais gali įgyti įvairias reikšmes. 
Jos priklauso nuo kintamųjų reikšmių. Jei du reiškiniai turi vie- 
nodus kintamuosius, kurie įgyja tas pačias reikšmes, tai tų reiš- 
kinių reikšmės vadinamos atitinkamomis. Pavyzdžiui, reiškinių 
cos x ir 2x, kai x=0, atitinkamos reikšmės yra 1 ir 0. 

Du reiškiniai vadinami /apačiai lygiais aibėje E, kai su viso- 
mis aibei E priklausančiomis kintamųjų reikšmėmis tie reiškiniai 
apibrėžti ir atitinkamos jų reikšmės lygios. Reiškinio keitimas ta- 
pačiai lygiu reiškiniu vadinamas reiškinio žapačiuoju pertvarkymu. 
Dviejų tapačiai lygių reiškinių lygybė vadinama /apatybe. Pavyz- 


džiui, In |x|= z-1n (2) yra tapatybė nelygių nuliui realiųjų 
skaičių aibėje. 

1 pavyzdys. Reiškiniai Ч ir = tapačiai lygūs aibėje: 
((z; у) eR: | x==0). 
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2°. Daugianariai. Skaitiniy dauginamuju ir kintamuju natüri- 
nių laipsnių sandauga vadinama vienanariu; visų skaitinių dau- 
ginamųjų sandauga vadinama vienanario koeficientu. Kintamųjų 
laipsnio rodiklių suma vadinama vienanario laipsniu. 

2 pavyzdys. 7xy?x3y-21-(—a) — aštuntojo laipsnio (I+ 
+24+3+1+1=8) vienanaris, kurio kintamieji x, y, a, Koeficien- 
tas lygus — 147. 

Reiškiant vienanarį standartiniu, sudauginami visi jo skaiti- 
niai daugikliai, vienodų kintamųjų (arba jų laipsnių) sandauga 
pakeičiama to kintamojo laipsniu. 

3 pavyzdys. Antro pavyzdžio vienanario standartinė iš- 
raiška yra —147x*y?a. 

Daugianariu vadinama vienanarių suma. Norint daugianarį 
išreikšti standartiniu daugianariu, visi jo vienanariai pakeičiami 
standartiniais ir sutraukiami panašūs nariai. Daugianario laips- 
niu vadinamas aukščiausias jį sudarančių standartinių vienanarių 
laipsnis, gautas pakeitus daugianarį standartiniu. 

4 pavyzdys. Daugianario 

Xy?xy? + 3xy?x — Ayx?y* -- 3x?y5 — 9x?y 


standartinė išraiška уга 3x?y?—2x?y. Tai — ketvirtojo laipsnio 
daugianaris. 

Daugianario ir vienanario sandauga lygi vienanario ir dau- 
gianario kiekvieno nario sandaugų sumai. 

5 pavyzdys. 26y(x34+2xy + b?y) = 2byx? + Abxy? + 2b3y?, 
Dviejų daugianarių sandauga lygi pirmojo daugianario iš antrojo 
daugianario kiekvieno nario sandaugų sumai. 

6 pavyzdys. (x2— 3x + 1)(x —2) 2 x* x + x2. (—2) + 
4(-8хХ)-Х4(-48х)-(-2)-1-Х41-(-2)--4--2132-43х2--6х-- 
Tx—22-x$5—5x?-- 7x —2. 

Daugianariai vadinami ir sveikaisiais algebriniais reiškiniais. 

Išskaidyti daugianarį dauginamaisiais — vadinasi, išreikšti jj 
"daugianarių arba vienanario ir daugianario sandauga. Tai atlie- 
kama šitokiais būdais. 

a) Dauginamasis iškeliamas už skliaustų. 

7 pavyzdys. 9ax?—6a?x = (Зах) (3x) — (Зах) (2a) —3axx 
x (3x— 2a). 

b) Grupuojama. 

8 pavyzdys. xš — 3х2 + x + 1 = х%3—х?—2х?%--2х—Х--1== 
—x:(x—1)—2x(x—1) — (x—1) = (x—1)(x?—2x—1). 

c) Kvadratinis trinaris skaidomas dauginamaisiais (žr. p. 261). 

d) Taikomos sutrumpintos daugybos tapatybės. 

Daugianario su vienu kintamuoju šaknimi vadinama kinta- 
mojo reikšmė, kurią atitinkanti daugianario reikšmė lygi nuliui. 

3°. Trupmenos. Trupmena vadinamas $ pavidalo reiškinys, 
kurio a ir b — reiškiniai (skaitiniai arba su kintamaisiais). Trup- 
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menos apibréZimo sritis yra aibé kintamųjų reikšmių, su kuriomis 
apibrėžtas kiekvienas iš reiškinių a ir b, 9550. 

Pagrindinė trupmenos savybė. Lygybė =; 
yra tapatybė aibėje kintamųjų reikšmių, su kuriomis apibrėžtos 
abi tapatybės pusės. 


9 pavyzdys. Lygybė ZED L Ы 


yra tapatybė aibėje 
x2—1 x— $ 
{x | хер, x x1), bet nėra tapatybė aibėse (х | x&R, х5 —1) 
ir R. 

Racionaliuju reiškinių pertvarkymas. Kinta- 
muju reikšmių, su kuriomis apibrėžtos parašytų lygybių kairiosios 
ir dešiniosios pusės, aibėje šios lygybės yra tapatybės: 


a b ab aW а" 
a) > а" с) G- “у, 

PN, DN ad. 262 ad-- bc 
b) b'd bc d i437 bd ° 


8. Sakiniai su kintamaisiais 


Teiginiu vadinamas kiekvienas teisingas arba klaidingas sa- 
kinys. Vadinasi, teiginiai esti teisingi ir klaidingi. 

1 pavyzdys. „2-2=4“ ir „Volga įteka į Kaspijos jūrą“— 
teisingi teiginiai; „3—1=17“ ir „Žemėje уга 22 vandenynai“ — 
klaidingi teiginiai. Sakiniai „Kuri dabar valanda?“ ir „x dides- 
nis už 3“ nėra teiginiai. 

Jei sakinyje su kintamuoju parašysime to kintamojo reikšmes, 
tai su vienomis reikšmėmis gausime teisingą teiginį, su kito- 
mis — klaidingą. 

2 pavyzdys. Sakinys su kintamuoju 

(х+1)2=4 


ута teisingas teiginys, kai x=1 ir x= — 3, klaidingas — su viso- 
mis kitomis kintamojo xeR reikšmėmis. 

Sakinys su kintamaisiais, kurio du reiškiniai su tais kinta- 
maisiais sujungti lygybės (nelygybės) ženklu, vadinamas lygtimi 
(nelygybė). 

Lygties su vienu kintamuoju šaknimi (arba sprendiniu) vadi- 
nama kintamojo reikšmė, kurią їга ив į lygtį, gaunamas teisingas 
teiginys, t. y. teisinga skaitinė lygybė. 

3 pavyzdys. Skaičius 5 — lygties x?—25 šaknis, o skai- 
čius 1 nėra tos lygties šaknis. 

Nelygybės su vienu kintamuoju sprendiniu vadinama kinta- 
mojo reikšmė, su kuria teisinga nelygybė. 

4 pavyz dys. Skaičius 4 yra nelygybės х2<25 каш 
o skaičius —8 nėra tos nelygybės sprendinys. 
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Н Išspręsti lygtį (nelygybę) — reiškia rasti visų jos sprendinių 
' aibę. 

Panašiai apibrėžiamas lygties (nelygybės) su keliais kintamai- 
siais sprendinys. 

Jei su kiekviena kintamojo x reikšme, su kuria teisingas sakinys 
A(x), yra teisingas ir sakinys B(x), tai sakoma, kad iš sakinio 
A(x) išplaukia B(x). Užrašoma taip: A(x) = B(x). Jei iš saki- 
nio A(x) išplaukia sakinys B(x), o iš sakinio B(x) išplaukia 
sakinys A(x), tai sakiniai A(x) ir B(x) vadinami ekvivalenčiais 
ir rašoma: A(x) «-В(х). Panašiai apibrėžiamas loginės išvados 
ir sakinių su keliais (visų sakinių kintamieji tie patys) kintamai- 
siais ekvivalentumas. 

Dvi lygtys (arba nelygybės) su tais pačiais kintamaisiais yra 
ekvivalenčios, kai jų sprendinių aibės sutampa. 

5 pavyzdys. Lygtys 3x—6=0 ir (x—2)?—0 yra ekvivalen- 
čios, nes jų P aibės sutampa, — tai aibė {2}. Lygtis x=0 
ekvivalenti nelygybei x? <0. 

Sprendžiant lygtis ir nelygybes su vienu kintamuoju, taikomos 
tokios pagrindinės taisyklės ir būdai. Sakykime, kad C(x) apibrėž- 
tas visoje skaičių tiesėje, tada: 

l. Jei prie abiejų lygties (nelygybės) pusių pridėsime tą pati 
reiškinį C(x), gausime ekvivalenčią lygtį (nelygybę). 

la. Išvada. Jei perkelsime (su priešingu ženklu) bet kurį 
dėmenį iš vienos lygties (nelygybės) pusės į kitą, gausime ekvi- 
valenčią lygtį (nelygybę). 

6 pavyzdys. Nelygybés x—1>0 ir x—141>0+1 yra ekvi- 

1 š 1 1 


- I T " gi 
valenčios. Lygtys x+ кине - NXS MB ekvivalenčios. 


Tačiau, antrosios lygties dešinėje pusėje atlikę veiksmą (atim- 
ties), gausime lygtį x=0, neekvivalenčią parašytosioms lygtims 
(gautoji lygtis turės šaknį 0, o lygtys x+ 3-4 ir x= L =A 


x 

neturi šaknų). Atimdami išplėtėme lygties apibrėžimo sritį. 

2a. Jei abi lygties puses padauginsime (arba padalysime) iš 
reiškinio C(x), nelygaus nuliui su jokia x reikšme, gausime ekvi- 
valenčią lygtį. 

2b. Jei abi nelygybės puses padalysime iš to paties reiškinio 
С(х), teigiamo su visomis x reikšmėmis, gausime ekvivalenčią 
nelygybę. 

2c. Jei abi nelygybės puses padauginsime arba padalysime iš 
to paties reiškinio C(x), neigiamo su visomis x reikšmėmis, ir 
nelygybės ženklą pakeisime priešingu, gausime ekvivalenčią ne- 
lygybę. 

7 pavyzdys. 9—5x>0+—5x> —9«x« 1,8. 

Atsakymas. ]—oo; 18[. 

8 pavyzdys. Lygties (x—2) (x--2) 22(x—2) abiejų pusių 
negalima dalyti iš reiškinio (x—2), nes x—2 virsta nuliu, kai 
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x=2. Padalijus iš to reiškinio, prarandama šaknis x=2: pradinė | 


lygtis turi šaknis 0 ir 2, o gautoji lygtis х+2=2 turi tik šaknį 0. 
Jei reiškinys C(x) ne visur apibrėžtas arba kai kuriuose taš- 


1 


kuose C(x) neatitinka 1 ir 2 taisyklės sąlygų, tai tos taisyklės | 


formuluojamos daug sudėtingiau. Pavyzdžiui, lygtis ЇС) 0 ekvi- 


* g(x) 
valenti sistemai (20 = 0: 


9 pavyzdys. Išspreskime lygtį edo. aut 


х+1 х-1 2-1" 
1 dd | 3x2—1 Х-14Х41-34241 9 


= ———— <> 
A ИК 2 32 E2r1-0 
—JX x m — 3x +2x+ l= < 
эи ü= Te 
(х=1 arba x2— 1 201 1 
eri ecd z >х=—з. Atsakyma s. _ ° 


Lygčių (nelygybių) sistemos sprendiniu vadinamas sistema 
sudarančių lygčių (nelygybių) bendras sprendinys. Kitaip sakant, 
lygčių (nelygybių) sistemos su tais pačiais kintamaisiais spren- 
dinių aibė yra sistemą sudarančių lygčių (nelygybių) sprendinių 
aibių sankirta. 

10 pavyzdys. 


х-3 

7 >2x Kanai T 

0> 451 4х-1«0 4х<1 х<7 
3 


Pirmos nelygybės sprendinių aibė — intervalas ] —oo; -1|, 
antros nelygybės sprendinių aibė — intervalas ]- +Í , Siste- 


mą sudarančių nelygybių sprendinių aibių sankirta — intervalas ` 


1-0, —1[ (221 pav.). Atsakymas. ]—oo; —I[. 


9. Funkcijų grafikų transtormavimas 


Dažnai vienos funkcijos grafiką galima gauti iš kitos funkci- ` 


jos grafiko geometrinėmis transformacijomis. Paprasčiausios šiuo | 


atveju geometrinės transformacijos yra lygiagretūs postūmiai ko- 
ordinačių ašių kryptimi, suspaudimas prie koordinačių ašių ir 
ištempimas nuo koordinačių ašių. 
Pirmiausia išnagrinėkime kiekvieną 
elementariąją transformaciją atski- 
rai, o paskui — jų kompozicijas. 

1°. Lygiagretus grafiko postūmis 
ordinačių ašies kryptimi. Funkcijos g, 
kai g(x)-f(x)--4, grafikas gauna- 221 pav. 
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y mas iš funkcijos f grafiko postümiu 


r(0; a) (222 pav.). Kai skaičius a 
teigiamas, tai grafikas stumiamas 
lygiagrečiai ordinačių ašiai aukštyn, 
o kai a neigiamas, — žemyn. Vadina- 
si, funkcijų f ir g, kai g(x) =[(x) +a, 
grafikai yra kongruentūs. 

l pavyzdys. Funkcijos y—x? 
grafiką pastūmus рег 3 vienetus 
aukštyn lygiagrečiai ordinačių ašiai, 
gautas kvadratinio trinario y=x24-3 
grafikas, o pastūmus per 5 vienetus 
žemyn, — funkcijos y—x?—5 grafikas 
(223 pav.). 

2°. Grafiko lygiagretus postūmis 
abscisių ašies kryptimi. 224 paveiksle 
pavaizduoti trys grafikai — funkcijų 
F g ir А. Be to, g(x)=f(x+a) ir 
h(x)-f(x--b). Funkcijos g grafikas 
gaunamas iš funkcijos f grafiko po- 


stümiu r(—a; 0). 224 paveiksle pa- 
vaizduotas funkcijos g grafikas, kai 
skaičius a lygus 2, o funkcijos A, kai 
skaičius b lygus —4. 

2 pavyzdys. Kvadratinio tri- 
nario у= (x--a)? grafikas gaunamas 
iš y— x? grafiko lygiagrečiu postūmiu 


7(—a; 0) (295 pav. а=2,5 ir a= 
3,5 


223 pav. Imkime funkcijos f grafiko bet 
kurį tašką (x; y). Šito taško 
koordinatės tenkina lygybę y = (х). Lygiagrečiu postūmiu 


r(—a; 0) taškas (x; y) atvaizduojamas į tašką (x—a; y). Gauto 
taško koordinatės tenkina lygybę y—f(x—a-r-a), t. y. y g(x—a). 
Vadinasi, lygiagrečiu postūmiu taškas (x; y) atvaizduojamas 
į funkcijos g grafiko tašką. Analogiškai patikrinama, kad kiek- 


270 


225 pav. 226 pav. 


vienas funkcijos g grafiko taškas postümiu gaunamas iš funkci- 
jos | grafiko taško. 

3 pavyzdys. 226 paveiksle pavaizduotas kvadratinio tri- 
nario g(x) = (< —3)2—2 grafikas, gautas iš f(x) —x? grafiko, pa- 
stūmus jį per 2 vienetus lygiagrečiai ordinačių ašiai žemyn ir 
lygiagrečiai abscisių ašiai per 3 vienetus į dešinę. Taigi funkci- 


jos 2 grafikas gautas iš funkcijos f grafiko postūmiu r(3; —2). 
4 pavyzdys. Parašę 6 skyrelio (1) lygybę | 


bY Ь?—4ас 
y-ax bx coa (x+ >) -——, 


44 


0 x 
| L Е 


227 рау. 228 pav. 


229 pav. 230 рау. 


231 рау. 232 pav. 


matysime, kad funkcijos y=ax?+bx+c grafikas gaunamas iš 
-» 2-4 
funkcijos у —ax? grafiko lygiagrečiu postümiu 1-5 e) . 
Funkcijos y- ax? grafikas yra simetriškas ordinačių ašies atZvil- 
giu (nes funkcija yra lyginė). Vadinasi, funkcijos /--4х2--0х--с 


gralikas yra simetriškas atžvilgiu tiesės x= — ur ordinačių ašies 


vaizdo, gauto tuo postūmiu. 

V 3°. Grafiko ištempimas ir suspaudimas 
prie abscisių ašies. 227 paveiksle pavaiz- 
duoti funkcijų f, g ir A gralikai. Be to, 
g(x) 2af(x), a1, ir h(x) 2bf (x), 0<b< 
«1. Funkcijos f reikšmes padauginus iš 
skaičiaus 27-1, visų grafiko taškų ordina- 
tės padidėja a kartų, ir grafikas ištempia- 
mas a kartų nuo abscisių ašies. Visas funk- 
cijos f reikšmes padauginus iš b (0<b< 
<1), visų grafiko taškų ordinatės suma- 


žėja 4 kartu ir grafikas suspaudžiamas 


prie abscisių ašies + kartu. 


5 pavyzdys. Kai funkcijos y=x? 
grafikas ištempiamas nuo abscisių ašies . 
233 pav. 2 kartus, gaunamas funkcijos y —2x? grafikas 


772 


234 рау. 


: (228 pav.), o kai jis suspaudžiamas prie abscisiu ašies 2 kartus — 
funkcijos y=0,5x2 grafikas. 

4°. Grafiko ištempimas ir suspaudimas prie ordinačių ašies. 

Funkcijos f grafiką ištempus a kartų (kai a>1) nuo ordinačių 


ašies ir suspaudus prie ordinačių ašies 4 kartu (kai O<a<1), 


gaunamas funkcijos g(x) =Í (=) вгайКав (229 pav.). 

Vadinasi, grafiko ištempimu (suspaudimu) taškas, kurio koor- 
dinatės (x; y), atvaizduojamas į tašką, kurio koordinatės (ax; y). 
Jei taškas (x; y) priklauso funkcijos f grafikui, tai y=f(x), t. y. 
у=} (2) —g(ax). Vadinasi, taškas (ax; y) priklauso funkcijos g 


grafikui. Analogiškai patikrinus įsitikinama, kad kiekvienas funk- 
cijos g grafiko taškas gaunamas*iš funkcijos f graiiko taško iš- 
tempimu (suspaudimu). 

6 pavyzdys. Funkcijos у= (0,5x) grafikas (230 pav.) gau- 
namas, funkcijos y= (x) grafiką (231 pav.) ištempus nuo ordi- 
načių ašies 2 kartus, o funkcijos у= (2x) grafikas (232 pav.) — ji 
suspaudus prie ordinačių ašies 2 kartus. 

7 pavyzdys. Kvadratinio trinario y=2x24+2x4-1,5, t. y. 


y=2 (x+ +) +1, grafikas (233 pav.) gaunamas iš funkcijos y= x? 
grafiko tokiomis transformacijomis: a) ištempimu nuo abscisių 


ašies 2 kartus; b) postūmiu r(0; 1); c) postümiu *(- L: 0). Vie- 


toj b) ir c) iš karto galima atlikti postūmį 7 (-4: ) 5 


Ų=C05(2x+4) 


235 pav. 


18. Algebra ir analizės pradmenys IX—XI kl. 273. 


236 pav. 


8 pavyzdys. Harmoninio svyravimo y=3 cos (2x4+4) (t. y. 
y=3 с08(2-(х--2))) grafikas gaunamas iš kosinuso grafiko šio- 
mis nuosekliai atliekamomis transformacijomis: 

1) suspaudimu prie ordinačių ašies 2 kartus (234 pav.), 


2) lygiagrečiu postūmiu r(—2; 0) (235 pav.); 

3) ištempimu nuo abscisių ašies 3 kartus (236 pav.). 

Apskritai harmoninio svyravimo у= A cos(ox--q) grafikas gau- 
namas iš kosinuso grafiko tokiomis nuosekliai atliekamomis trans- 
formacijomis: 1) suspaudimu prie ordinačių ašies o kartų, 2) po- 


stūmiu 7 (—$ Е 0); 3) ištempimu nuo abscisiu ašies A kartu. W 


INFORMACINĖ MEDŽIAGA 


1°. Sutrumpintos daugybos tapatybės. Kai a ir b bet kurie 
reiškiniai, teisingos šios lygybės: 


a) a?—b?— (a—b) (a+b) (kvadratų skirtumas); 
b) a3—b3= (a—b) (a?--ab--b?) (kubų skirtumas); 
c) as+bš= (a+b) (a2?—ab +b?) (kubų suma); 

d) (a+b)?=a?+2ab+b? (dvinario kvadratas); 
e) (455) --03--3425--3452--03 (dvinario kubas). 


2°. Aritmetinio ir geometrinio vidurkio palyginimas. Skaičių a 
ir b aritmetiniu vidurkiu vadinamas skaičius ас? . Skaičių a ir b 
(a0, b>0) geometriniu vidurkiu vadinamas skaičius V ab. Su 
bet kuriais teigiamais skaičiais a ir b yra teisinga nelygybė: 


2222 


3°. Proporcijos. Lygybë += kurios a, b; c, d — skaičiai ir 
b==0, d==0, vadinama proporcija. Skaičiai а ir d vadinami kraš- 
tiniais proporcijos nariais, o skaičiai b ir c — viduriniais propor- 
cijos nariais. 

Pagrindinė (teisingos) proporcijos savybė: proporcijos vidu- 
rinių narių sandauga lygi jos kraštinių narių sandaugai: ad —bc. 

49. Procentai. Simtoji dalis vadinama procentu (žymima 96). 
Norint rasti skaičių A, sudarantį p% skaičiaus M, taikoma „pro- 
centų formulė“: A= 20. Taikant tą pačią formulę, sprendžiami 
du atvirkštiniai uždaviniai: a) žinant skaičius A ir M, reikia rasti, 
kiek procentų skaičiaus M sudaro skaičius A (t.y. rasti p); b) ži- 
nant, kad skaičius A sudaro p% skaičiaus M, reikia rasti M (kai 
duoti A ir p). : 

5°. Aritmetiné progresija. Skaičių seka, kurios kiekvienas па- 
rys, pradedant antruoju, lygus prieš jį esančio ir to paties skai- 
čiaus d sumai, vadinama aritmetine progresija. Skaičius d vadi- 
namas aritmetinės progresijos skirtumu. 

Seka (a4) yra aritmetinė progresija tada ir tik tada, kai su 
kiekvienu n1 yra teisinga lygybė 


алга 
a, = n-i 2, 


275. 


Ка! seka (аһ) — aritmetinė progresija, d — progresijos skirtu- 
mas, S, — jos pirmųjų n narių suma, tai 


а= + (n-1)d; S,— 9%. n 


6°. Laipsnio sąvoka. Kai natūrinis и> 1, tai 
Q"—ü-Q0-0-*...-d; 


n dauginamuj 4 
kai n=], 
ал--а!--а, 


kai п=0 ir a0, 
ал--02-1, 


kai п — neigiamas sveikasis skaičius їг 84550, tai 
1 


d 
A 


Жа! n — racionalusis skaičius, t. y. n— 7 


peZ, qeN ir a0, 


p 
= q4q— 
an=aq = a»; 


su kitomis realiomis reikšmėmis laipsnis an, kai a>0, apibrėžia- 
mas taip, kad funkcija ах aibėje R būtų didėjanti, kai a1 (kai 
0<а<1, mažėjanti); kai a=1, tai a*—1 su visais xeR. 

7°. Geometrinė progresija. Skaičių seka, kurios pirmasis narys 
nelygus nuliui, o kiekvienas narys, pradedant antruoju, lygus 
prieš jį esančio nario ir to paties, nelygaus nuliui, skaičiaus q 
sandaugai, vadinama geometrine progresija. 

Seka (b,) yra geometrinė progresija tada ir tik tada, kai su 
kiekvienu 1>1 yra teisinga lygybė 


b: =bn- 5 Бъ. 


Kai (bn) — geometrinė progresija, 95 1 — progresijos vardik- 
dis, Sn — jos pirmųjų п narių suma, tai 
b, —biqn-h S,= Ag» . 
Begalinés geometrinės progresijos (bn) suma, Ка! |9| «1, api- 
breziama lygybe 
S=lim Sn, būtent S= 2! 


noo 1 


q 


8°. Lanko ilgis. Išpjovos plotas. Apskritimo, kurio spindulys R, 
ilgis C lygus 218. Turinčio a radianų lanko ilgis lygus aR (А — | 
danko spindulys). | 
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kosinuso ženklai sinuso ženklai | 


tangento. Ir hotangento 
ženklai 


237 pav. 


Skritulio, kurio spindulys R, plotas S lygus лЁ?. Išpjovos, ku- | 
rios lankas turi a radianu, plotas lygus e (R — lanko spindu- 
lys). 
9°. Trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai (237 pav.). 
10°. Sudėties formulės: 
cos (а-+ B) =cosa cos В – ѕіп a sin f; 
cos (a— В) —cos a cos B+sin a sin f; 
ѕіп(а+ В) —sin a cos fi --cos a sin В; 
sin(a— В) =sin a cos В —cos a sin В; 
. tga-tgp. 
tg (a-- B) = серв" 


_ tga—te в 
tg(a- p) = 14-16 016 87 


11°. Dvigubo argumento trigonometrinés funkcijos: 
sin 2a—2 sin a cos a; cos 2a—cos? a—sin? а = 
—1—2sin?a—2 cos? a— 1; 


= 2tga s. LT 
tg 2 а= Та” а 9 +лт, a= + F> F, m, kez. 


12°. Pusés argumento trigonometrinés funkcijos: 
]1—cos а У Toso ; 
sini = y Lee in + V 2; 


]—cosa, .. sina 1—соѕ а 
tg; = =+ ү 1%, = 


1--с08 а  l+cosa sina 


13*. Sinusy sumos ir skirtumo bei 22 sumos Їг skirtumo 
formulés: 


sin a+sin В=2 sin 528 cos 5-8, 


9 2 * 
sin a—sin f —2 sin > б cos а +В : 


@+8 а-в, 


2 28 
cos a—cos --2 sin 38, sin ав A 
14°. Redukcijos formulės: 
u л 3x л 3x 
> +a л+а [3 +a -4 > a x-a E —a 
— 

sinu cos а —sina | —cosa | —sina| cosa sina —cos а 
cos u —sina | —соѕа sina cos а sina | —соѕ а | —sina 

tgu —ciga tga —ctga | —tga| сіра —iga ctga 
| 

ctgu —tga ctg a —tga |-—ctga | -ctga tga 


15°. Diferencijavimo formulės: 


C'-0; eg! xe — шу: в) Ре 
(x) =t; (65) men; (-6)-Га-1 л 

(59) --ах9-1, 05-1; (05) -ах Ina; (2) „LEI, 

sin” x —cos x; In'x= 1; (F(Rx-- b))'! =kf (kx+b); 
cos” x= —sin x; (loga x)' = zi (Рб Q)))' =F (g(x)): g (x). 


1 


ig х= cos? x ° 


16°. Pirmykštės funkcijos: 


f(x) mor sin x 

e a* 
F(x) + хєн —cosx--|sinx4| tgx-- |—ctgx- |In|x|4- |#“+ inar 
+C |а+1 +С -С| +C +C + C +С 


VISO KURSO КАКТОЛМО UZDAVINIAI 


1648. 


1649. 


1650. 


1651. 


1652. 


1653. 


1654. 


Suprastinkite: 
x—l 354-1, 2 
Iso TAa 
xtx +1 
1+ == 
y t+4 = 4 
| 1644. t- ———— +V t +4 8 
2—V 1-4 Vtt “Via 
1645. 4 +. 
a^ а a za“ 
Va t Y (Wat уан 
1646. (12—27) ( Ed. Fa )- 
2 оүа Va+1 Ya-1 
1647. Įrodykite, kad n*--2n?—n?—2n dalijasi iš 24, kai nezN. 


Dviejų žalvario gabalų masė 30 kg. Pirmame gabale yra 
5 kg gryno vario, antrame — 4 kg, tai 150, daugiau negu 
pirmame gabale. Kiek procentų vario yra pirmame gabale? 
Pagal naują autobusų judėjimo tvarkaraštį 325 km atstu- 
mui nuvažiuoti laikas sutrumpėjo 40 min, nes vidutinis grei- 
tis 10 km/h didesnis už numatytą pagal seną tvarkaraštį 
greitį. Koks autobuso vidutinis greitis pagal naują tvarka- 
raštį? 4 

Motorinės valties greitis stovinčiame vandenyje lygus 
15 km/h. Per 20 h valtis nuplaukė 139 + km pasroviui ir 
grįžo. Raskite upės tėkmės greitį. 

Per tam tikrą laiką traukinys turėjo nuvažiuoti 220 km. 
Po 2 h jis buvo sulaikytas 10 min ir, norėdamas atvykti 
laiku į numatytą vietą, greitį padidino 5 km/h. Raskite 
traukinio pradinį greitį. | 

Dvi komjaunuolių brigados, dirbdamos kartu, mokomajame 
bandymų sklype pasodino medelius per 4 dienas. Viena bri- 
gada, dirbdama atskirai, galėtų pasodinti 6 dienomis grei- 
čiau už kitą. Per kiek dienų galėtų tą darbą atlikti kiek- 
viena brigada, dirbdama atskirai? 

Reikia aptverti stačiakampį sklypą, kurio viena kraštinė 
10 m ilgesnė už kitą. Sklypo plotas 1 200 mž. Raskite tvoros 
ilgį. 

Tirpale buvo ištirpę 40 g druskos. Įpylus 200 g vandens, jo 
koncentracija sumažėjo 1095. Kiek vandens tirpale ir kokia 
buvo jo koncentracija? 
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1655. 


1656. 


1657. 


1658. 


1659. 


1660. 
1661. 


1664. 


1665. 
1668. 


1669. 
1670. 
1671. 


1672. 


1674. 


1675. 
1676. 
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Vandentiekio bokšto bakas dviem vamzdžiais pripildomas 
per 2 h 55 min. Pirmasis vamzdis gali jį pripildyti 2 h 
greičiau negu antrasis. Per kiek valandų kiekvienas vamz- 
dis, veikdamas atskirai, gali pripildyti baką? 

Du taškai tolygiai juda viena kryptimi 60 m ilgio apskri- 
timu. Vienas apsisuka 5 s greičiau negu kitas ir kas mi- 
nutė pasiveja antrąjį tašką. Raskite taškų greičius. 
Baikalo—Amūro magistralės (BAM) statytojų brigada pa- 
gal planą per tam tikrą skaičių dienų turėjo iškasti ir per- 
vežti į kitą vietą 2 160 m? grunto. Pirmąsias 3 dienas bri- 
gada kasdien įvykdydavo plane numatytą užduotį, o paskui 
kasdien normą viršydavo 80 m?. Todėl dieną prieš terminą 
brigada buvo pervežusi 2320 m? grunto. Kokia buvo bri- 
gados dienos norma pagal planą? 

Dviženklio skaičiaus vienetų skaitmuo 2 vienetais didesnis 
už dešimčių skaitmenį. Tas skaičius didesnis už 30, bet 
mažesnis už 40. Raskite dviženklį skaičių. 

Dviejų skysčių tankis atitinkamai lygus 1,2 g/cm? їг 
1,6 g/cm3. Juos sumaišius, gautas 60 g masės mišinys. 
8 cmš mišinio masė tokia pati, kaip viso mažesnio tankio 
skysčio masė. Kiek gramų panaudota kiekvieno skysčio ir 
koks mišinio tankis? 


Nurodykite skaičiaus artinio patikimus skaitmenis: 


3,83 +0,01. 1662. 7,441 +0,1. 
1,380 - 10*2-0,001 - 104. 1663. 2,3 - 10-52-0,2 - 10-5. 


. Apskaičiuokite a+bc, kai a=3,71, b=0,017, c=2,3199. 


Taikydami formule (1--x)*z1--nx, apytiksliai apskaičiuo- 
kite: 

1,0025. 1666. 2,0063. 1667. 3,001*. 

Įrodykite, kad V7 nėra ESS skaičius. 
Apskaičiuokite skaičių У ig suma 0,01 tikslumu. 


Įrodykite, kad lg 3 nėra racionalusis skaičius. 


Be lentelių apskaičiuokite lg 5- 1g 20+ (Ig 2)?. 
Kas daugiau: 
A аг —? 1673. 1510810 аг 101085 159 
lg > lg 


Duota f(x) = = = . Apskaičiuokite f Dae, 


Irodykite wata (matematinës indukcijos metodu): 


1 11 ээ 
788.667 * mrami 4(n44)* 


__ An(2n— 1) (2n4- 1) 
г ++... + (n2) EOS Dre) -e 


r 


7 7 7 


L 
„Ыыы = Teks ын Būta! 
1 1 t t 
HA ата i 1216 КК sus 16(n2-1) 16° 
1679. Įrodykite, kad 72" — 1 dalijasi iš 48, kai neN. 


1680. 


1682. 
1683. 


1686. 


1690. 
1693. 
1694. 


1695. 
1697. 


1698. 
1699. 
1700. 
1701. 
1702. 
1703. 


Įrodykite nelygybes: 


[sin nx| xzn|sin x|. 1681. qtue + >1. 


Apskaičiuokite begalinės geometrinės progresijos narių 
sumą: 


N Uf och n 
ь-(-4/7- 1684. b,— (анар, kai as b. 
b, (3 sin x)”. 1685. b,—ig" x, kai 0c x« 7. 


Išreikškite paprastąja trupmena: 

1,2(27). 1687. 2,(41). 1688. 0,(428571). 1689. 0,3(148). 
Kuriam ketvirčiui priklauso kampas: | 
12002? 1691. —1000?? 1692. 3,52? 


2 : л 
a+ хл, kai 0<a< 7. 
a) а-л, kai x — III ketvirčio kampas; 
b) а--Зл, kai 0<a< $. 


Kuriam ketvirčiui priklauso skaičius x, kai: 


sinx=4 cosx? 1696. sin x—cos x—1,2? 
Apskaičiuokite sin 110?- sin 250° + cos 5409-сов 290°. cos cos 430° 


cos? ] 260? 
Apskaičiuokite sin x, kai cos x= = ir m>0. 
Apskaičiuokite cos x, kai sin x= — Ža ir T «x«2n. 
Apskaičiuokite cos x, kai sin x - tg x= E А 
Apskaičiuokite tg 5 , kai cos а= — E ? 


Apskaičiuokite tg a, kai tg >=V 2. 
Be trigonometrinių funkcijų reikšmių lentelių apskaičiuokite 
sin 46° reikšmę 0,001 tikslumu, kai cos 32? = 0,848. 
Nurodymas. sin 46?—sin(30?--16?). 
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1704. 


1705. 
1706. 
1707. 


1711. 
1712. 


1713. 
1714. 


1717. 
1718. 


1721. 


1722. 
1723. 


1724. 
1726. 


1721. 


1728. 


282 


Duota: sin a= 


= , cos a>0. Apskaičiuokite tg a. 


Išveskite šias redukcijos formules: 


зїп (2л—а) =—зїпа. 1708. sin (F —a) = —cos a. 
cos (x+ a) = —cos а. 1709. sin(x— a) —sin a. 

cos G +a) =sin a. 1710. cos (z +a) = —sin a. 
Įrodykite, kad sin(a+xk)= (—1)^sin a, kez. 


[rodykite tapatybe 


mim = —2ctg a, kai n<a<2a. 
Išspreskite nelygybes: | 
x?— 14x 4-15» 0. 1715. 3x2—5x—2<0. 
x2—3x+5>0. 1716. 2x?—9x —3«0. 
Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 
y=1g(3x2—4x4+-5). 1719. f(x) = V 333 4x 4-5. 
y-—lg(5x?—8x—4). 1720. f(x) = V 6--7х-332, 


Parašykite kvadratinę lygtį, kurios šaknys уга xi—1— ҮЗ 
ir хо=1+ V 3. 

Apskaičiuokite lygties x?--2x —2—0 šaknų kubų sumą. 
Kokiu vektoriumi parabolė y=2x2 atvaizduojama į parabo- 
le y=2(x—3)2? 


Taikydami išvestinę, raskite parabolės viršūnės koordinates: 
y —3x?-- 6x 4- 20. 1725. y=2x2—8x4-5. 


Parašykite lygtį parabolės, kurią gauname iš parabolės 

y=—2x2 šiomis dviem transformacijomis: a) ištempdami 

grafika nuo ašies Oy 2 kartus; b) lygiagrečiu postūmiu 

r(0; 2). 

Parašykite lygtį parabolės, gautos iš parabolės у= 1 x? ly- 

giagrečiu postümiu r(—2; 3). 

Remdamiesi 238—241 paveiksluose pavaizduotų funkcijų 

grafikais, atsakykite į šiuos klausimus: 

1. Kokie funkcijos didėjimo intervalai? 

2. Kokie funkcijos mažėjimo intervalai? 

3. Nurodykite taškus, kuriuose funkcija turi maksimumą 
arba minimumą. Kokias reikšmes įgyja funkcija šiuose 
taškuose? 

4. Kokia didžiausia ir mažiausia šių funkcijų reikšmė at- 
karpoje [—2; 2]? - 


EE 


€ 


Хаана 


1 
| 


LLLI l 
жшше шии ажи шы. иуи шю TTT 
LIL LIII LI III IILI (AK S III а N 
зяашамишишинши ини жил Шин Шин 
MLLDLLLLLLEILLLALLLLILLLLLLLELLLIIOI 


238 pav. 


3:38 Bi Ez BÚ BW M: S N BI ka B TTL TTT 
21111. 4-441-444-4144 


239 pav. 


Lid. LLLI METH TT: 


КД LLLITLTMI 
11:11 
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ЕЕЕ 
авла атшишт HR 
LILLLEL T TAELINTTELEVLLNLLITTLILLIS S! || 
НАМЕК ЕЕ 


ш L| 
ЕЕРЕЕ 
янв ашаван. 14-44-54 


241 рау. 


5. Kuriuose taškuose funkcija nėra tolydi ir kokios funkci- 
jos reikšmės tuose taškuose? 

6. Nurodykite funkcijos tolydumo intervalus. 

7. Nurodykite taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 

8. Kurios funkcijos gali būti periodinės, kai periodas mažes- 
nis už 3. Kam lygus jų mažiausias teigiamas periodas? 

9. Kurios funkcijos lyginės ir kurios nelyginės? 


Ištirkite funkcijas ir nubraižykite jų grafikus: 


8 х 
1729. у= (x —1)?—3(x— 1). 1730. у= Ž +4. 
Nubraižykite funkcijų grafikus: 
1731. y=2 Ig(x—2). 1736. y= (1,5x— 1). 
1732. y=3In(x+ +) +1. 1737. у= {1,5(х—1)}. 
1733. у= 3 cos (2x— i) +1. 1738. у= sin x- ctg «|. 
in x4- 2—] 
meu Жш 7, 1739. у= | 851, 
1735. у=2. 223, | sin x 
Raskite mažiausią teigiamą funkcijos periodą: 
1740. f(x) =3(x+0,25) +1. 1741. g(x) = (1—2x). 


1742. р(х) =sin 1,5Х--5 cos 0,75x. 
Ištirkite, ar funkcija lyginė, ar nelyginė: 


1743. a. 1747. = xŠ sin x. 

1744. y=sin r=. 1748. у= x3 — x?. 

1745. y=sin 2°. 1749. у=1п(х+ V Xii). 
1746. y=tg T. 1750. y=1g 355 
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1751. 


z=} хэ — 


1753. 


1754. 
1755. 
1756. 
1759. 


1760. 
1761. 


1763. 


1764. 
1765. 


1770. 


1771. y 


1772. 
1773. 


1774. y 


1780. 


Apskaičiuokite ribą: 
iau 1552. lim — 45 — 
бт Sin x+cos x ° ` < sin 2x—cos 2x ° 
8 


Irodykite, kad funkcija y=sin x tolydi kiekviename taške. 
Raskite funkcijos išvestinę: 


y —2x5—3,8x5--x — V 2. 1757. y=2 tg x-lg x. 
NIS | 45x*—30x? 
у= url . 1758. у= 78923): . 

у= (x+ ])sin x— x cos? x. 


Taško M nueito kelio s (metrais) priklausomybė nuo laiko f£ 
(minutėmis) išreiškiama formule s=273-+-6/— 1. Raskite taš- 
ko M greitį ir pagreitį momentu 17-43 min. 


Įrodykite, kad aibėje R funkcija didėja (mažėja). 


у= —0,2x5410,5x*— xŠ + x2— x. 
y=X3—3x74+3x +21. 1762. у= 0,8х5 —– x* -- 3x3 — 2x? + Ax. 


Parašykite funkcijos y—x?--2x grafiko liestinių lygtis taš- 
kuose, kuriuose šis grafikas kerta abscisių ašį, ir taške, 
kurio abscisė х= 1,5. 


Išreikškite formule funkciją, atvirkštinę funkcijai f(x). Nu- 
rodykite atvirkštinės funkcijos apibrėžimo sritį ir reikšmių 
aibę; išsiaiškinkite, ar atvirkštinė funkcija didėja, ar ma- 
žėja: 

2x—3 2х+1 
Па ===, 1766. f(x) = 2 1768. f(x) =10g5(x 42)... 
Кх) = ——. 1767. (х) =2=+1. 1769. f(x) -1g =. 


х-1 1—х 


Raskite šių funkcijų didėjimo (mažėjimo) intervalus іг mak- 
simumo bei minimumo taškus: 


1 
y= ши. 1775. £= x—In x. 


2x—1 ех 
E 1776. Y= ri? 
у = хех. 1777. у--2 sin x +3 cos х. 
ge2x*-x, 1778. y=x In х. 

61n x 
= Ux 


5 1779. у--со5 2x —2 cos x. 


Raskite didžiausią funkcijos reikšmę aibėje R: 
y=18x2418x3—3x*, 1781. y= —2x* 3x? —6. 
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1782. 


1783. 


1784. 


1785. 


1786. 


1787. 


1788. 


1789. 


1790. 
1791. 


1792. 


1793. 


1794. 


1795. 


1796. 
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Kurį teigiamą skaičių sudėjus su jam atvirkštiniu skaičiu- 
mi gaunama mažiausia suma? . 

Reikia padaryti 72 cm? dėžutę su dangteliu, kurios pagrindo 
kraštinės sutiktų taip, kaip 1:2. Kokio ilgio turi būti kraš- 
tinės, kad visas paviršius būtų mažiausias? 

Apskritime duotas taškas A. Išveskite stygą BC, lygiagrečią 
apskritimo liestinei taške A taip, kad trikampio АВС plotas 
būtų didžiausias. 

Koks turi būti žinomo ploto lygiašonio trikampio viršūnės 
kampas, kad į šį trikampį įbrėžto apskritimo spindulys būtų 
didžiausias? 

Taisyklingosios trikampės prizmės tūris lygus V. Kokia turi 
būti pagrindo kraštinė, kad prizmės visas paviršius būtų 
mažiausias? 

Reikia pagaminti kūginį piltuvėlį, kurio sudaromoji i= 
=20 cm. Kokia turi būti didžiausio tūrio piltuvėlio aukš- 
tinė? 

Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžtas didžiausio tūrio ritinys. 
Raskite jo aukštinę. 

Stačiojo apskritojo kūgio pagrindo spindulys R, aukštinė Н. 
Į jį reikia įbrėžti didžiausio. paviršiaus ritinį. Raskite ritinio 
spindulį r. 

Apie duotą ritinį apibrėžkite mažiausio tūrio kūgį (kūgio ir 
ritinio pagrindų plokštumos sutampa). 

Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas mažiausio tūrio 
statusis apskritasis kūgis. Raskite kūgio aukštinę Н. 
Apie pusrutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas mažiausio tū- 
rio kūgis taip, kad kūgio pagrindo centras sutampa.su rutu- 
lio centru. Raskite kūgio aukštinę Н. 

Iš 40 cm skersmens apskrito rasto reikia išpjauti siją, ku- 
rios skerspjūvis būtų stačiakampis. Stačiakampio pagrin- 
das b, aukštinė А. Sijos atsparumas proporcingas bh?. Su 
kuriomis b ir A reikšmėmis sijos atsparumas bus didžiau- 
sias? 

Stačiakampis langas užbaigiamas pusskrituliu. Zinodami 
perimetrą, raskite didžiausio ploto lango matmenis. 
Dviem gatvėmis prie sankryžos artėja du automobiliai pa- 
stoviu greičiu 40 km/h ir 50 km/h. Laikydami, kad gatvės 
susikerta stačiu kampu ir kad tam tikru momentu automo- 
biliai nuo sankryžos yra atitinkamai nutolę 2 km ir 3 km, 
raskite, po kiek laiko atstumas tarp jų bus mažiausias. 
1,4 m aukščio paveikslas pakabintas taip, kad jo apatinis 
kraštas yra 1,8 m virš stebėtojo akių. Kokiu atstumu nuo 
sienos turi atsistoti stebėtojas, kad jam būtų patogiausia 
žiūrėti į paveikslą (t.y. kad vertikalusis matymo kampas 
būtų didžiausias)? 


1797. 


1798. 


1799. 


1800. 


1801. 


1802. 


1805. 
1806. 


1807. 
1808. 


1809. 
1810. 
1811. 


1817. 
1818. 


4 m aukščio statula stovi ant 5,6 m aukščio kolonos. Kokiu 
atstumu turi atsistoti žmogus, kurio ūgis (iki akių) yra 
1,6 m, kad statulą matytų didžiausiu kampu? 


N 
Trys taškai A, B ir C yra ne vienoje tiesėje: ABC=60°. Tuo 
pačiu metu iš taško A išvažiuoja automobilis, о iš taško B — 
traukinys. Automobilis važiuoja B kryptimi 80 km/h grei- 
čiu, o traukinys — C kryptimi 50 km/h greičiu. Kokiu mo- 
mentu (nuo judėjimo pradžios) atstumas tarp traukinio ir 
automobilio bus mažiausias, kai |(АВ|--200 km? 
Puslapio tekstas turi užimti 384 cm?. Viršutinis ir apatinis 
laukas turi būti po 3 cm, o dešinysis ir kairysis — po 2 cm. 
Kokie puslapio matmenys naudingiausi, atsižvelgiant tik 
į popieriaus ekonomiją? 
Garlaivio kuro išlaidos skirstomos į dvi dalis. Pirmoji ne- 
priklauso nuo greičio ir lygi 480 rub. per valandą. Antroji 
išlaidų dalis proporcinga greičio kubui, be to, kai greitis 
10 km/h, ši išlaidų dalis lygi 30 rub. per valandą. Koks turi 
būti plaukimo greitis, kad bendra išlaidų suma vienam ki- 
lometrui kelio būtų mažiausia? 


Išspręskite nelygybes: 


EDE? о, 1803. 522—2 0, 
6-3 0-9 со, 1804. 22:55:44 со, 
(x—1) (x—2) (x—3) (x—4) <0. 
x*—3x? 4- 2x0. 
Raskite funkcijos pirmykštes funkcijas: 
3 
х) =х+ +. 1812. f(x) = 3. 
2 
F(x) =V 2x. 1813. K) = 3amzx * 
3 
f(x) =2 sin x--cos 3x. 1814. f(x) = —— ° 
f(x) 9x54 x. 1815. f(x) 22x -3x?. 
8-3524-3х-1 " 
Бо) = 30201, 1816. f(x) =х+72. 


Raskite funkciją, kurios išvestinė 2x—3, о funkcijos reikšmė 


taške 2 lygi 2. Es e 
Materialus taškas juda koordinačių tiese greičiu v(f)— 


=sin ź cos f£. Kai і= 2, koordinatė lygi 3. Parašykite taško 


A oi: t. 
judėjimo lygtį -— 


1819. Kreivé eina рег taška (2; 3). Jos liestinés taške х krypties 
koeficientas lygus 3x2. Parašykite kreivės lygtį. 
Apskaičiuokite: 


x 


3 
1820. f cos x dx. 1821. | (cos 3x—sin 2x) dx. 


т 


6 
Apskaičiuokite plotus figūrų, apribotų funkcijų grafikais: 
1822. у--0,552-43х--2 ir y=x—4. 
1823. y=x2—5x+4 ir y=2x—2. 
1824. y=8— +° ir y=3,5. 
1825. y=x2—3x4+4 ir у=х+1. 
1826. у= Š ir y-6—x. 


Bla =s ola 


Įrodykite nelygybes: 


1827. m+ $24, тэд, 1829. 2+2 >2, a>0, b>0. 
л 
1828. — XL. 1830. tg x+ctg x>2, 0<х< >° 
sin (s ta) 2 
1831. +2 ѕіп = 2221/3. 


. л а k 5л 

sin (555) sin үз -4) 
1832. (1--sin p+cos g) (1—sin  ф-Есов ф) (1 +sin g—cos ф) X 
X (sin ф-Есо5ф-1) <1. 

ы add lygtis: 


dx 6 x 
5 — — 253, 1836. tg =. cos x=0. 
тре мж ai 


1834. Vx — —-LV9x-0. 1837. sin 2x4+sin3x=0. 
Ү?+х 


1835. tg 5x - cos x=0. 1838. sin x4- cos 2x —0. 
1839. 3 sin 3x 4-4 cos 3x2 — 5. 1840. 5 sin 2x— 12 cos 2x= 13. 


1841. 4 cos(2x— =) 4-12 sin? (2«— 5) m 


1842. 4 sin (3x— 3) +7 cos? (3«— =) = eq + 


1843. |2х—5|=|7—2х|. 1845. "m 

1844. |x—2|=2|3—x|. 1846. x?—3|x| -220. 
IS$spreskite nelygybes: 

1847. |3x—2,5| z2. 1849. x?—4|x| 4-320. 

1848. |5—2x|« 1. 1850. 2x?—5|x| -3z«0. 
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1851. Ž 53, 1853, 3f. >2. 


х-837 24x 
]—3x 3-х „2 
1852. — <l. 1854. Žž c. 


Išspręskite sistemas: 


1855. (| 2(3x— 1) «3(4х--1) +16 
i 4(2--x) «3x +8. 


1856. | 2x3— 13x—2 

| li 
! | 2 3x--20 

[6-9 (*—7)< 2—2, 

1857. х-1 х. х-1 ; 
[^r а ce: 
10,5x 2— x. 

1858. | х— xl х442Х-1 9 

3 ` 4 


( 2 
{ 1,5x—2,5<x. 


1859. | 4x, —2xs- 3x43— 4x4— 14 
! 2x, +3x2— 2x4— Ха 
| Xi t 4X2 T 2x; 

2x,— Xot Хз 


1860... xi+2x;— x34—2x,— —6 
3X1— Xa--3x34- x4,—4 
2x,+ X9—2Xa =2 
| 2Xo— Xs+ 3x4 = 3. 


l H H 


1861. Įrodykiie, kad bet kurios dvi parabolės panašios. 


19. Algebra ir analizės pradmenys IX- -Xí ki 


PRATIMU АТ5АКҮМА! IR NURODYMAI 


1 skyrius 


1. 0,7500.... 8. 1,562500... , 5. 1,(571428). 6. 8606500...,. 7. 0,(619047). 


3 
9. 0,8(714285). 12. LI0.... 14. —2,375612 —2,3757;. 17. 04289714 =. 

"m E VP B 
19. x—3,6079.... 20. b) VZ+ V3« V5--1. 27. —2ab. 30. 20:25) 3s V 0. 
81. 2 Va, 2 V2. 36. 17 ir 18; L7] ir 1,72; 1,714 ir 1,715. 39. 1,90498.... 
41. 3,046 (su perteklium). 43. 1,748 (su trūkumu). 46. 3,5. 49. 14. 62, |х-- 
+1|<35. 57. 5. 60. V2. 62. Tiesė. 64. Aibė pavaizduota 242 paveiksle, 


68. х2--4/15:25. 70. (x—2)?--(y—3)!»1. 
7 72. | —5; 5[. 74. 6; 14. 75. ]—<; 6[ U 114; 


+оо |. 78. |— V5; V5]. 85. Aibé pavaiz- 


duota 243 paveiksle. 91. Aibé pavaizduota 
244 paveiksle. 99. Skritulio, kurio spindu- 
lys 2, o centras taške M (3; —2) vidus. 


ПЛР a 87. Xn1—Xn TRS (1:-4) . 98. = 
lic = TED. 100. aao L n<43. 
242 pav. 102. b) x&4-4.(—1)7"*!. 103. Nurody- 


mas. Galima taikyti (4) iormulę. Iš tos 
formulės gausime: a) 143; b) 334, d) 1819; 
1 3(3109-1 

e) 1000000. 104. a) Узв ; 

100. . 

b) 3200 . 109. Nurodymas. Jei ši seka 
turėtų ribą A, tai, pasirinkus e>0, nelygybė 
п<А 4-е būtų teisinga, kai n — bet kuris pa- 


kankamai didelis skaičius. 110. b) =; d) 0,6. 


1 


53 991 
111. c) 355: d —28 осоо: 113. 4, 


] i 
114. На)-а- pu f(-05)-—275. 


n5. 1-5)-41:1(-7)- VW; (х) = 
= ИБА; f(t) = ИРЕ. 17. f(—2) = 
| » TIME (131 
i =-=; 10)--015 fi3j-3: flgj73: 
243 pav. fa)=1; fet. 118. f(—2)=7; [(0)==1; 


i 2 
К) =3; f(3)=1; F(5)=1. 119. f(0)=- у; 


(D=; eks бағы o fG-n)- 


5x—7 342 E 
cy uide 8(5)-3 = 


7 XD 
g(-3--5. 120. a) Dvieių tiesių — ko- 
ordinačių ašių — sąjunga; b) atvira juosta 
(945 pav.); c) kvadratas (246 pav.); d) at- 
viras kvadratas. 121. a) R; c) ]—°@; 
-110 p ef; d) 1-9; -2111-2 
2| Uj2; ol; e R; h) [-05 el. 
123. а) (1); c) (0, eo[; d) [L el; f) Zo; 
g) [0; 11. 124. b) l/?—1 ir V t—1; 


с) lg(f—1) ir Ig(24+2/). 125. D(S)= [0; 


a V 2], 


а|9 
a?—x?, kai 0<< x< 9 ' 
S(x)= 


e ° 
(a V 2—x)?, kai ay <х<а V2. 


1 
126. Ме, 130. а) 0,005, 5) 1500 =0,0007. 


1 1 1 
131. a) 30” 300” 3000: 134. Sprendimas. 
f(x) -a|=|2x—6| =2|x—3| Xe, kai |x— 


-3|« y. 136. 1(35)-01-12-(-01- 
34-; 
-[22* | «изнэ«ь, kai |x| 21 ir [x4 


+3|<e (pirmoji iš šių nelygybių bus tei- 
singa, kai, pavyzdžiui, |34+x|<2). Vadi- 
3 
nasi, nelygybę = -(-1) |< tenkina 
„visi x, kurie pakankamai mažai skiriasi nuo 
-1 (tiksliau, visi x, priklausą taško —16 
aplinkai, kai 6 — mažesnysis iš skaičių 2 ir 
e. 138. 3. 140. —18. 143. —04. 146. 4. 
147. 3,6. 150. —1. 152. b) 4; —6; —5; —0,2. 
154. a) Pavyzdžiui, jei funkcija j--g taške a 
turi ribą, tai ir funkcija g—(f4-g) —f tame 
32 
taške turi ribą. 156. 0, 158. 30: 160. — 
163. R. 166. ]—oo; —2[, 1-2: Of ir (10: 
œf. 167. ]—9oo; 1| 12: 3[. 168. | —oc; 
—2[ 170. (C1) U [p œf. 172. |ә; 
-ipU t- VZ (оп; 14 ҮЗ 
174. ҮЗ: — Và 175. a) 4414...; 
b) 2,160... . 177. a) Jei x iracionalus, tai 
ir —x iracionalus, todél |x| iracionalus (tai 


» > < 
Q 


247 pav. 248 pav. 


vienas i5 skaičių x ir —x). Tarkime, kad V |х| racionalus skaičius, tuomet 
racionalus ir jo kvadratas, t.y. |х|. Tai prieštarauja prielaidai. 179. Nu- 
rodymas. Tarkime, kad а<В. Tuomet artiniai @ і Br, atitinką 


tam tikra k, tenkins nelygybę аһ<Вһ. Iš dešinės prirašykite e į“ 


a) periodinę, b) neperioding skaitmenų seką. 180. c) Antrasis. 181. b) 


183. b) 42 ir 43; 427 ir 428; 427004 ir 427005. 184. Nu- 
rodymas. b) 7-4ү3-(2- V3); 7-4 V3- (24 (3), с) 26-15 V3= 


e(2— V3). 185. а) 331...; b) 327...: d) 702.... 186. а) 221...4 
b) 0,20... ; c) 002.... 187. Pavyzdžiui, b) 228-1-1, d) a(-0^(—i)"*, 


n—])—9 108--1 г 3 
ца EDT Um Nurodymas. 33...33— š 188. с) п> — . 
27 rcr menus 2 Wi & 
k skaitmenu 


1 1 | 1 2 
180. b) Nurodymas. [ук -*|-vz <e, kai n> z.: 192. a) 17; b) 2,1]. 
2 1 1 al 2 
195. a) 3 b) 23; c) 1,2; d) 33; e) —1; f) 0; g) 2. 196. 7. 197. 2 7e 
198. a) —4,9; b) 4 arba —12. 199. Nurodymas. Remkitës Papin teo- 
Ë 1 


а 23 
гета. а) (110)2=12+3°; b) (V14)2=(V10)24+22, 200. а) 35, 5). Nu 
rodymas: iš pradžių raskite 3x — tai taškai, nutolę nuo taško 2 рег 0,3; 
с) [5 15]; d) ]—с; —1[ U]0; oo[; i) 0; h) [5 œf; nurodymas: taš- 
kai, kurie nuo taško 0 nutolę labiau negu nuo = 2, yra dešiniau statmens, 


I$vesto į ašies Ox atkarpos (0: 2] vidurį; j) -$ 12. 201. Punktu b), c), e), 


f), h), i) aibés pavaizduotos 247—252 paveiksle (252 paveiksle vertikaliuju tiesiu 
taškai, išskyrus trikampių viršūnes, aibei nepriklauso). 202. Nuras ymas. 
Remkitės apskritimo apibrėžimu. 203. b) Parinkime tokią Pete sistema: ko- 
ordinačių pradžia laikykime vieno apskritimo centrą, o ašį Ox nukreipkime tiese, 
einančia per apskritimų centrus. Tarkime, kad M (a; 0) — antrojo apskritimo 
centras, 420, ri, rs== apskritimų spinduliai. Tuomet pirmojo apskritimo lygtis: 
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249 pav. 250 рау. 


x*+y2=2,, antrojo apskritimo lygtis: (x—a)*--y?zr?, Šių abiejų apskritimų 
bendrieji taškai yra lygčių sistemos 
Patani; 
(x—a)2+ y =r} 


sprendiniai. Panariui atėmę pirmąją lygtį iš antrosios, gausime: a?—2ax=r }— 
—rf. Jeigu a=0 (t.y. apskritimai koncentriniai), tai, kai riz&rs, sprendinių 
nėra, o kai г == ғ, apskritimai sutampa. Jeigu 25-0, tai i$ gautosios lygties ran- 
dame x: 
arri 
x= 2a ` 
(2агү)3-- (08-11 —r2)° 
® 4а? = 
„(an -at-rį+rį)(Zarn+a+rį-rB) (r į —(а—гу)®) ((a+rı)?—=r3) 
4a? 4а? S 
5 (ra—a-ri) (ra a— ri) (a ri—72) (a4 ri 72) 
= 4а? 
Konkretumo dėlei tarkime, kad rir tuomet (kadangi a+rı+r:>0 ir a+ri— 
—r2>0), kai (a+r,—ri (r +-72—a) >0, t. y. kai r, —r;<a<rį+-72, iš šios lygties 
randame dvi y reikšmes. Galutinai (nekoncentrinių apskritimų atveju) gausime: 
jei atstumas a tarp apskritimų centrų yra ribose r,—rg«a«ri-ro, tai apskriti- 
mai susikerta dviejuose taškuose; jei a==r;+7 arba a=r,—r;, tai apskritimai 
liečiasi; jei a>r 4-7) arba a«r,—rs, tai apskritimai nesusikerta. 204. a) 1-1 


A 
iJ; b) 1—1; 1]; d) Ø. 205. а) E(y) =] – о; —2] U (2, ө|5 b) Ely)= | 0; 3] А 
207. D(S) ~ (0; a V2); 


Toliau 


y=r? x 


p" kai 0 << x< 413, 


! 


2 ФЕ 
| 2а(а y 2-x), kai 213 <x=<a Vu 
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1; oo[; c) R. 210. [rodykime, pavyzdžiui, kad 
tolydžiųjų funkcijų sandauga — tolydi funkcija. 
Iš tikrųjų, remdamiesi sandaugos ribos teorema 
ir funkcijų f ir g tolydumu, gauname: lim (f(x) X 

хх, 
Xg(x)) «lim f(x) -lim g (x) = (хо) -g (xo). 
X—JXg хх 
L- V5 [1+ УБ 
211. а) [vs o| VS, оо [; b) ]-3; 

-2[U ]—15; —1[; с) 1-1 25; d) (-2) U 
U[-1; 1] U ]3; 16]. 214. Iš pradžių reikia pa- 
rodyti, kad л taškų, esančių tiesėje, dalija 
tiesę į n+1 dalių. Toliau: a) su 7-1 teiginys 


4 
SSSSSSS 208. а) 1,5; b) —125; c) — 7; d) 055: e) 0, 
SSSS | neegzistuoja. 209. а) | —°o; —2[, ] —2; 1[, 


1-2 
teisingas, nes I 9 =2 ir viena tiesė dalija 


plokštumą į 2 dalis; b) tarkime, kad teiginys 
teisingas, kai n=k, t.y. k tiesių dalija plokš- 
: TEM 8(8-1) |. 

{шта ne daugiau Кар | 1+ 2 dalių. [ro- 

dysime, kad teiginys teisingas su n=k+1. Pa- 

renkame vieną i$ k+1 tiesių; toliau ją laikysi- 

me (k-+-1)-tąja. Pagal indukcijos prielaidą & li- 

kusių БЕН padalys plokštumą ne daugiau kaip 
k+1 

į 1+ ) qaliu; (k+1)-toji tiesė kirs kai 

kurias iš k likusių tiesių ir todėl susikirtimo taš- 

252 pav. kai ja padalys ne daugiau kaip į (k+1) dalių. 

Kiekviena iš gautųjų tiesės dalių padalys vieną 

iš buvusių plokštumos dalių į dvi, t.y. prie buvusių ne daugiau kaip 1+ 


k(k+1) 


+ 2 plokštumos dalių dar prisidės ne daugiau kaip 8--1 dalis. Iš viso 
k(k+1 Ё--1)(84-2) | 
gausime ne daugiau kaip 1+ ( > ) 4(58-1)-1- марал (dalių). 


II skyrius 

216. Funkcija mažėja visoje skaičių tiesėje. 218. Didėja intervale | — оо; 0]; ma- 
žėja intervale [0; oo[. 220. Didėja intervale ] —oe; 3]; mažėja intervale (3, x |. 
223. Didėja intervaluose |-оо: O[ ir 10, oo[. 225. Mažėja intervale (0, со]. 
226. Mažėja intervale | — со; 0]; didėja intervale (0, оо]. 229. Mažėja visoje 
skaičių tiesėje. 232. Nurodymas. Jeigu skaičiai x, ir xo vienodo ženklo, tai 


1 Ї : 
nelygybės xi<x> ir Zr > х; Yra ekvivalenčios; jeigu x,>0, o Хе «20, tai x1> xa, 


bet tuo pat metu ir = > z. 233. a) ir b) Negali; c) ir d) Gali. 235. a) 3,2; 


04: b) 406; 0,12; c) 0,2; d) 0,02. 236. a) 0,5; 2,95; b) 0,15; 1,1475. 

| 1 375 | ANM Pm 
237. a) — 1355 ; b) — 804; ©) 30107: d) 1896 - 299. 2) -335 0) y —Á ym! 
c) 6xoAx--3Ax*; d) Ax(2—2xo9— ^x). 239. a) х(--2х,Ах--Ах?,  9xoAx-rAx!, 
2xod-Ax; b) axocaAx-b, алх, à; d) xd-3xGAxJ4O2x;Ax?-- Ax*; 3x3 Ах+ 
+3х6Ах?-ЕАх%; 3x $ --3%Ах-+ЕЛл?, 241. b) Mažėja visoje skaičių tiesėje; 
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d) didėja intervale ] —oo; 0]; mažėja intervale (0, со, e) didėja visoje skaičių 


E I : 
tiesėje. 242. а) a; a; b) —1; — 165 = 243. —2. 245. 3x?, 247. x" 251. abt: 


1 2 
с) 0,1; e) з f) TE: 252. 3x2—3. 253. 35х*+ — = 254. — lime. 
m x 
5 а= uices dM Bx*-- 19x? 259 : V x. 
7 2 Vx түй . 5x*412x2— 14x. VI ээ 
11 1—х? 154- 10x — 5x? 4—x 
260. —— — — ын — 
0. 73:55)3: Prag 202. — үүр. 263. сал 
уе 
эм x) Х4--2х3--12х2-432-2 
264, —— —— — — 24 6x— = 
36-1 EE 265. ЭРЭЭ: . 266. 3х2--6х-1,5 /x4-2 27 
267. 2-1, ЛЭЭ INE: 268. —3; —5; 1; 2x—1. 269, --5,: —5; 
4 4372 3` ` , M M . Ph. 4: —5; 
5 1 ONE 
B+ ——— 7 E Xe e. as ТОР зз сае B A Š 
5; TUF ` 270. 0; 3 19; 1 S 271. 1-3: 3|, 273. (0, 16]. 
"a 
274. 1|-үУ2:-1111-1, оо]. 275. Hi; us 276. ] —co; 29[ U 129: 3[. 
277. а) 2—1g x—!g? x; b) lg(2—x—x?); с) 2= 1-3 E d JC Ea 
— (4-3 d Түзү 
lg x . 
Ü pi. 279. b) f(x) 2x? (kai х;>0) ir neapibrėžta, kai x neigiamas; с) f(x) = 
Ї х-2 4 
=—į f) Ңх) = T 5 280. 28(2x —7)!*. 282. Er 283. ———. 
x 3 = 33/2x3 


м 


285. 65 (5х — 2) 12—60 (3x 7)!9. 286. . 287. ———. 
) _ y (92—16) 


288. b) 1,1142; 


4х 
V4 


1.4423; 1,316; c) 1,4143; 1,4435; 1.316; p 3 apskaičiuota 0,002 tikslumu, 


a Y 3 —0,001 tikslumu. 289. 2,89; 4,33; 6,58; 2,63. 290. 14,44; 2,89; 1,73. 
291. a) 3,003; b) 3,11; c) 3,083; d) 2,013. 293. 12. 295. 2. 296. 9 taške M (—2; 0); 
0 taške M (1; 0). 298. 45°. 301. у= —3x—6 іг y=—3x+6. 303. у--0,25х--1. 
304. Nurodymas. Parašykite lygtį tiesės, liečiančios parabole taške, kurio 
abscisé xo; po to, remdamiesi sąlyga, kad liestinė eina per nurodytą tašką, гр- 
skaičiuokite, хо. a) у= —2x ir u= —6x; b) y=—3 ir у= —12x— 15. 306. 64 km/h 


2 
307. 61--4 (rad/s); 20 rad/s. 308. 1) 2,8 rad/s; 2) 6-4 8, $09. 121 (cm/s); 


1 1 
а) PS b) pS 310. 1) 0,04 N. 311. a) 65 g/cm; b) 125 g/cm. 314. 1) 6 s; 


2) 18 m/s. 316. a) Mažėja intervaluose | — оо; 0| ir 10, oo[; b) didėja interva- 
luose | ос; 3[ ir ]3; oo[. 317. a) Didėja intervale (0, о [; mažėja intervale 
1— оо; 0f. 318. a) Didėja intervale [0,3; oo[; mažėja intervale ] —co; 03]; 
b) didėja intervale 11, oo[; mažėja intervale ] —oo; 1]. 319. a) Didėja interva- 
luose ]— оо; —3] ir [3; оо[; mažėja atkarpoje [—3; 3]; didėja intervalucse 
]— оо; 0] ir [2; co[; mažėja atkarpoje (0, 2]. 320. a) x23 — minimumo taškas; 
b) x=—1 ir x=] — maksimumo taškai, x=0 — minimumo taškas. 321. a) x= 
—3 — maksimumo taškas; x=3 — minimumo taškas. 322. a) x=1 — minimumo 
taškas; x=0 — kritinis taškas, kuriame funkcija neturi ekstremumo; b) kritinių 
taškų nėra. 323. х= —] — minimumo taškas; x=] — maksimumo taškas; bet 
kuris intervalų ]-—9e; —1[f ir 11; e[ sajungos taškas x уга kritinis taškas, 


235 
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h 


255 pav, 


kuriame funkcija įgyja maksimumą 
ir minimumą. 324. a) m73 — mi- 
nimumo taškas; didėja intervale 


3 | 
E ; оо | „mažėja intervale ! — оо; 


8 
il: b) х=3 — minimumo taškas; 


didėja intervale [3; oo[, mažėja 
intervale | — оо; 3]. 325. a) Didėja 
visoje skaičių tiesėje; b) х=0 ir 
x=12 — minimumo taškai, x=6 — 
maksimumo taškas; didėja atkar- 
poje: (0, 6] ir intervale [12; оо [, 
mažėja intervaluose ]—o09; 0] ir 
[6; 12]. 326. x-0 — minimumo 
taškas; didėja intervale (0, oo[, 
mažėja intervale | -оо, 0]; funk- 
cijos grafikas pavaizduotas 253 pa- 
veiksle. 327. x=3,2 — maksimumo 
taškas; didėja intervale 10, 3,2]. 
mažėja intervaluose ]—9o; 0| ir 
[3,2; +оо [. 328. x=0 — maksimu- 
mo taškas, x=2 — minimumo taš- 
kas; didėja intervaluose ]— o; 0] 
ir [2; +0[, mažėja intervaluose 


10:11 ir ]1; 2]. 329. m; m 


2 
maksimumo taškas, x= —— mi- 
Үз 


nimumo taškas; didėja intervaluose 


1—9; -2[| 1-4, - 75|. 


| уз? 2 ir 12, oo[; mažėja in- 


tervaluose EI 0 | Ir |» 


үз . 831. Maiéja intervaluose 
]—о; -1] ir [1; eo[, didėja at- 
karpoje [—1; 1]; x=—1 — mini- 
mumo taškas, х=] — maksimumo 
taškas. 333. Funkcijos grafikas pa- 
vaizduotas 254 paveiksle. 334. Di- 
4 

dėja intervale |-«: 5] , mažė- 
: 4 | 4 

ja atkarpoje 3 21; x= 3 — 
maksímumo taškas. 335. Funkcijos 
grafikas pavaizduotas 255 paveiks- 
le. 336. Didéja atkarpoje [—1; 3]; 
mažėja intervaluose | —oo; —1] ir 
13; оо [; х= — 1 — minimumo taš- 
kas, х=3 — maksimumo taškas; 
funkcijos grafikas pavaizduotas 
256 paveiksle. 337. Grafikas pavaiz- 


T U——— - ——— 


duotas 257 paveiksle. 344. | — 1; 21. 
346. @. 348. e - zl 350. Ma- 


žėja visoje skaičių tiesėje. 352. Di- 
dèja visoje skaičių tiesėje. 
353. a) ak Aja 


=-16; 79 max) =l -10)-- 
b) min f(x) =f (2) ==25; maripa 
=} (3) =0. 354. 1 L 7 m/s. 


855. Nurodymas. Sakykime, 
п — trikampio aukštinė, А — api- 
brėžto skritulio spindulys. [rodyki- 
te, kad S2=h3(2R—h). Po to gali- 
ma ieškoti funkcijos S(h) maksi- 
mumo. Kadangi plotas  maksi- 
malus, kai maksimalus jo kvadra- 
tas, tai patogiau ieškoti ploto kvad- 


rato maksimumo. 357. Dėmenys 


turi būti lygūs. 358. А:а=1: 2; 
čia A — bako aukštinė, о a — jo pa- 
grindo kraštinės ilgis. Nurody- 
mas. Išreikškite visa bako pavir- 
šių taip: S(a) =а?+ — (V — tū- 
ris) ir raskite funkcijos S(a) mini- 
mumą. 359. Į tašką, esantį už 3 km 
nuo gyvenvietės ir už 12 km nuo 
gręžimo bokštui artimiausio plento 
taško. 360. 6x?--6x —2. 361. x34- 
+x2—x—1; —1; 0. 363. 12x3— 
-12х2--12х--4. 364. Засх2--2(а4-- 
--bc)x--ae--bd. 365. 6x—8; —8; 4. 
366. 150g*-12y; 0; 138. 
X MAN NT 

(1—32):* (10—3x)? , 1 , 4. 
t+10 V1 23 5 

4Vt(t-1* ^ 9? ^ 8" 
5x-20 Vx—3 57 | 


368. 


$70. ——————i mi; uw 
2Vx(Vxe2)' 54 9 
—2u34-6u*— 12и 4-20 9 

Bon «Е 
16 25 20 15 

Е 

375. Grafikas pavaizduotas 258 ра- 

veiksle. 376. | 2. (2-- x2) -15, 

— 


2 “т 
377. — í (3—2х) 
48-38--01 | 12 
2 1 8-84-8-1" TL 


П 


1.1 
380. M [21 5). 382. Didėja in- 
tervaluose ]—0; —1 ir 1-1 


378. 


257 pav. 


258 pav 
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4 
4 


. 383. Didėja intervale [—0,75; 
„ mažėja intervale | — оо; —0,75 b 


I 
884. Didëja intervale =z; efe 


1 
mažėja intervale | —o0; — +]. 
385. Didėja inervaluose | —со; —2] 
ir [1; oo[, mažėja atkarpoje [—2; 


1]. 386. Didėja intervale [73 ; 


1 
«|, mažėja intervale ]-=; +! . 
387. Didėja intervaluose | — оо; —1] 
ir [lp it mažėja intervaluose 
[—1; O[ ir ]0; 1]. 388. 1-0 — mak- 
simumo taškas; didėja intervale 
] —oe; 0], mažėja intervale (0, oo[. 
389. Didėja intervale [1; co[, ma- 
žėja intervale ] —oo; —1]; ekstre- 
mumų nėra. 390. x «0 — maksimu- 
mo taškas; didéja NE and 
0], mažėja atkarpoje ||. 
393. Grafikas d ed E pa- 
veiksle. 398. Grafikas nubraizytas 


I 
260 paveiksle. 402. 1-5: Ц . 


403. Ø. 404.41. 405, |—; 
-101 Ú 12: co[. 406. х=0 — mak: 


simumo taškas, x= 9 — minimumo 
taškas; didėja intervaluose ]— oo; 


0] ir 9: ор» mažėja atkarpoje 


4 
| o; s]. 407. x=0 — maksimumo 


taškas, х= + 777 minimumo taš- 
kai; didėja atkarpoje Е 1 
ir intervale E «|, mažėia 
Los | — co; — v | ir atkar- 
pole E s|: 408. Funkcijos 


gralikas nubraizytas 261 paveiksle. 

109. Funkcija didėja эн R. 

410. a) sz iuam =g(0)=3; 
-1 

аы. 

[—1; 1] 


b) max g(x) = g (9) =3; 
H: 3] 


; min Цаасан ийж 


411. a) minh(x)—h(—1)——9; maxh(x)=h(0) =2; b) min h(x) = 
[-1; 1] [=R L [1; 3] 
= h (3) = — 25; max h(x)=h(1) =—5. 412. Kraštinė, esanti skers- 
[1: 3] 22 
menyje, du kartus ilgesnė už kitą kraštinę. 413. 1: V2. 414. Stačiakampis turi 
būti kvadratas. 415. Lygiakraštis. 416. а) 10—5--5; b) 8=44+4. 417. 4 cm. 
418. —0,5. 419. Į atkarpos AB tašką, nutolus; nuo B per | km. 420. Spren- 
dimas. $=2лдг?--2лгЛһ. 15 formulės V-:v?h išreikškime h ir jra$ykime gau- 


2V 
taja reikšmę į S išraišką. Gausime: S(r)e2ur — . Prilyginę 8 (r) =4xr— 
2V з гт 


=: nuliui, randame /=2л7°. Po to įsitikiname, kad r= V од Yra funkcijos 


72 
S(r) mitmuma taškas. Kadangi V=2mr=Ęxr?h, tai h=2r. 421. |V|=1,5 m/s. 
100 


= m/s; VEAP: m/s?. 423. 1): 360 g; 5x g/cm; 2) 0 g/cm; 
60 g/cm. 425. 1,5 aps/s. 426. a) 45 m; b) 4 s; 90m. 427. 0,04л cm2/s. 
1 


«в. P 


17 m/min. 429. Kvadratas. 


Hi skyrius 


za 
431. — 1357, 120°, 360°, 5407, 434. b) 30°; 60°; 90° ir 6'3'3- 435. 60°, 80“, 
" s ос ^ ix 2 " 12x 436. = 1 х 4 i Н 

90° ir 130°; 359372 H Tg ° - 360 rad/min; 39 ra /тіп; 2x rad/min. 
л 

487. а) — = b) -23,8л. 439. Ne; centrinė simetrija. 442. Pavyzdžiui, a) 485°; 
: л 

b) —40*; с) —135*; d) 5л. 443. a) 40*4-360?.n, neZ; d) — 7 +29, nez; 

, л Зл 
h) -0,8--2лл, ne=Z. 445. a) — 7 tmn, neZ; b) э +271, neZ; c) 25+ 


n 32 
+л+9лл, neZ; d) -1- 7 +2лп, neZ. 446. 2;um. 447. 13 448. 5. 


449. 29,51 cm’. 450. 150 cm?. 451. 16 cm. 456. b) 0,9986 ir —0,0523; Ч -0,6428 
ir 4 458. 2sinfcos/. 459. 2. 460. 1. 461. со821, 462. 1, 493. сіс? L. 
404. 1. 485. —1. 466. b) ir c) Ne. 467. c) Taip. 468. b) m?—1. 470. —0,5. 
473. А Piiusas; b) minusas; c) pliusas; 475. а) 2 ѕіп 11°; b) 0. 476. a) ir b) 1. 


9 4 3 
478. a) 1; b) tg5«. 479. a) 1. 480. a) 8; b) — 7- 496. cos a = Б, {с а= + 
4 12 5 5 . 40 
etg о = =з. 498. sin a= — ig: cos a= — 13, ctg a= тб. 499. sin a= — 4j: cos o 
S ze 501. si 3 : t E: 502 5 
“зї, tg а= — g- 501. sina-— 5750” cos G= Vs gas- 7. . cosa 
š 2 е ОИЕ И SM 4 
=з хаан гү ctg а= — g . 595. sin “Vs cos 0 = Và ctga 2. 
3 1 1 — Vila 
in Gw — —, € = — —= кас, 505. — V.1—a?, " 
504. sin a 3/10” cos а yi ‚ ctga 3 1⁄4 a à 
yes . 510. b) Lyginé; c) iyziné; d) nei lyginė, nei nelyginė. 511. a) Nei 
— a 
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lyginė, nei nelyginė; b) lyginė; c) нй lyginė, nei nelyginė. 514. sin 55°. 


3л 32 
515. —tg 877. 517. —ctg 7 . 919. sin ў. 521. —tg — 8: 522. cos? 523. aj л, 


л л 

b) 107; с) PEE d) л; e) neperiodiné. 524. а) 2st; d) 5 ту. 925. Taip. a) Periodas 

lygus 1; b) bet kuris 75-0 yra periodas; Ws. teigiamo periodo nėra. 
Vė+ V9 V2- V5 d 24 /2 ү6-ү2 


SEA“ SEMEN. x9 =. a—. 529. a) 1; b) —0.5. 

2—3y7 2 1⁄2 3 

530. a) 0; b) 0: c) 1: d) 0,5. 531. —0,28. 532. —1. 533. = 534. ман 

15--2 V5 56 3--1/105 /64- V 3 

535. s e 636. — gz. 537. 1. ESS. 0. 539. а 540. — LAE 
V2— V6 


ir —— 4 —-. 540. —sin2a. 542. cos3a. 543. 1. 544. 1. 545. l/3cosa 
546. — V 3sin a. 547. 2 cos a cos f. 548. —2sinasinf 549. tg a tg B. 550. tg a. 


555. 2+ V3, 2— ИЗ. 556. Vraa ys 581. 007 859. 1 gi gg- 55% а) |; 
= 3 120 191 3 
b) УЗ. 561. 0,96; 0,28; 3 7. 562. — 155 : — jg; ITG: 565. 1: - 566. 2 cos 20. 


5 l : =— лэ 1 
VEO ү: —5. 570. (01, -3 VO; - 37 


573. ѕіп2а. 574. cos*a, kai 21&«a«mn--2zk, keZ; —(1+sin? а), kai -n+ 
2 ү? V2 
+2лА<а<2лё, keczZ. 575. 0. 976. sina 578. 0, 579. g 580. S 


567. 1. 568. 1--ѕіп 40. 569. 


z — бл 90°—x— —x4-90* 
581. 0. 582. V3cos 10“, 583. l/2 sin 26 . 584 2 оов TŽ «cos == 


90*—x— — x 4- 90* == a In 
585. 2sin — cos тог 586. a) 2 V2sin z cos Ua ^= 5) : 
А 2 2 2 4 
n 2d / x į 40-42 4a—x . . 6242 | 1460 
b) 2y 2 созт cos | 4 2, 587. 4 sin g os g 588. 4 sin P sin 19 


Ма ҮЗ 
589. а) cos a; b) —sin c. 590. (3. 591. — “үрт cos 2a, 596. —sin 18°, 599. —ctg 9°, 


л л 
601. —cos18' 608. -с 12, 608. —tg E 608. —tg 7 611, сіе 22°, 
612. cos 41°48°, 815, sin5?1l'. 615. сір 207, 621. ѕіп 20° 623. —со 39°. 
л 
625. —tg ë - 627. сір 187, 634. 1. 636. 5. 637. 6. 638. 3 cos Зх. 639. 10 cos 2х. 


1 1 
640. — -5 cos тух 641. —sinx. 642, 6 sin (4x—2). 643. cost, 644, 0. 645. Q. 


645. 2cos (2x —3,5) --2 cos 2x. 647. 2--13 sint x cos x. 648. —2 cos 2и. 
649. /'(х)==2—соз x — teigiama su visais xezK. 650. x= 2zmR, RexZ. 652. g'(x)— 
=2 cos (2x—5)—3<9 su kiekvienu xæ 653. —1,3sinx. 654. —6,9 sin 23x. 


655. —0,5 sin x. 656. 4х4-150 sin (5х--6). 857. —2sinx4+4 cos 2х. 
10 ы 6 18 : ЭСЭН 
658. — (2133 859. созолу: 809. соев): 661. 3cos3u 


1 Va 


; А 8 "Ac We | 293 TET 
662. —3 sin 31. 663. — 757737 664. утуу. 685. а) 0; d) 1 f) pi b) 0 


262 рау, 263 pav. 264 рау, 


667. a) 4; b) 1; c) 1,25; d) L2; e) 0,5; f) 0,6. 669. a) у--л-х ir y=—lį 


b) yz —x4- CN ir үеел--2Х, 676. 678. 679. 683. Aibés pavaizduotos 262— 
265 paveiksle. 685. y-2x4 F ir y=—1. 692. 694. Aibés pavaizduotos 266 ir 
267 paveiksle. 700. y x+ 9 -1 ir y=2x— 5-1. 701. g=2x. 713. Aibė pa- 
vaizduota 58 paveiksle. 724. Aibé pavaizduota 269 paveiksle. 733. b) x" 
=—0,01х. 735. 2cos( t+ =) „ 786. у--3 cos (214 2). 739. Ne. 742. Ne. 


745. Ne. 748. 0,3082. 749. —0,8948. 753. 0,6380. 757. 1,3734. 761. = . 


1 1 Ї 1 л 
762. arccos 7 >arcsin 2* 765. arcsin 6 «arcsing , 167. arctg 3» 3 ° 
= € л л л 
769. arcctg V3<arctg V3 771. 9. 778. $. 716. чу. 779. — , 180, 1,5708 


л л k 
(tiksliai 5)» 781. 3л-10. 782. (136 +nk, kexZ, 783. (—1)* S + 


л 
keZ. 784. жор inh keZ. 785. + 5 +nk, keZ, 780. Бай, keZ. 
k л 
187. Ca. keZ. 788. 5 +2nk, keZ, 000189, (—1)* 2 2n keZ. 


3 
790. (—1)%%+лЁ, keZ; xo=arcsin 0,6~0,64. 791. = 2 +62k, REZ, 792, хол, 


801 


266 pav. 267 pav. 


Tk 1 л QA nk 
+s , keZ, ийг arctg 3,5=0,43. 793. 54 +(—1)*+ 24 T3: kezZ. 794. --ху- 


= a... 


UT m t 70,20. 795. L3 sk, keZ д 
+, EZ, хо= т arccos 0,7=0,20. -gtg tnb eZ. 796. — 


ic 


— me 


л л k 

+nk, keZ. 797. = +2xh, keZ. 798. 7+ у, REZ. 799. xy - kez, 
1 5 4 

ху 3 агсс 3550,09. 800.77 +524, keZ. 805. — A +2xk<x< E Болд, 


л 7 
keZ. 806. = +2nk<x=< ү +2л®, keZ. 807. холе xn xy nh, kez, 


Xo arcsin 0,5055 240,53. 808. —х+2лЁ<х<-+2лЁ, х=0,66, keZ. 


5л л 3л л, 
809. ЛЖ +—Ё<х< = +wmk, keZ. 810. — э +2xk=< x= — og -Е2лё, kez. 


5 7 л 3 л 
81.28 +2nk<x< G +9nk, keZ, 812. у леса у лй, keZ, 818, F+ 


л л л 
+z < x< * +k, keZ. 814. -7 +Hak<x< гэн keZ., 815. 2лЁ<х< 


л 1 бл 2nk 1 m 2nk 
< 3 -F2nk, е2. 816. 4 18 Оз “31898739 kez. 


268 pav. 


302 


л л 


817. 3 +дЁ<х<лл-+лЁ, keZ. 818. 6 + nk<£ 


л 
= x<x+sHzk, keZ. 819. nk<x< uctus, kez. 
л 


л л 
820. 6 +л#ё<х< 5 +ak, keZ. 821. 1 + 


WDR. 
Taxe Tak, то take xc % Бле ir + 


5n 
+1k<x< 5 фл, keZ. Sprendimas. 
tg x+tg 2x PME 1 269 pav. 
1-ig x tg 2x ^ tg 3х su x reikšmėmis, priklau- 


sančiomis kairiosios pusės apibrėžimo sričiai. Taigi reikia išspręsti nelygybę 
. tv + t E n t H л 
tg3x>1 ir iš gautos sprendinių aibės eliminuoti taškus э +al, LEE lez. 


Nubraizykime funkcijos tg t (f—3x) grafiką ir iš intervalų, kuriuos sudaro t 


reikšmės, tenkinančios nelygybę tg />1, išskirkime vieną: ЇН s| . Remda- 


л л 
miesi tangento periodiškumu, gauname: + +Лп<3Х< 5 +лл, neZ. Iš čia 


2 : „шж лп л nn ` 
išplaukia nelygybé 1213 хх« жээ пє2. Norėdami eliminuoti minėtus 
taškus, nagrinéjame л ilgio intervalą (pridėdami nk, kexZ): tg3x>1, kai 


л л 5л л Зл 5л 
12 tk ah, 19 +ле<х< 7 Pak T +srk =< x< 6 +л№. Po to iš- 


л л Зл 
braukiame skaičius Ç +1k, 7 cx, y +k, е2; nagrinéjamai sričiai pri- 


3 
klauso tik skaiciai т МЕ 


2 л 
+ak, keZ. 828. + Е +?л&; 5 +mk, keZ. 829. 54218, 


л t 
keZ. 830. 7 +2nk, keZ. 831. о +1k;, 02-06, keZ, a;=1,11; a>=0,46 


1- V5 


2x 
р) = 


832. + 5 


+4nk; m4-2xk, kezZ. 833. a,4+-1k; а Кле, ksZ, оу=агс1р 


| 1+ V5 9 
=—0,55, a;=arctg “50 == 1,02. 834. а+2лЁ, keZ, a-2arctg 3148. 
` шл 
835. 57 +1k; (-1) хо4-лЁ, keZ, хо=агсѕіп 0,75=0,85. 836. 218, n4+4nk(ks 


1 1 
eZ). 837. n--2xk; 4nk(kezZ). 838. (—1)^xo-- nk; čia kexZ, x;=arcsin — «0,34. 


3 
л л л 
889. 6 48, keZ. 840. — 1 +ak, kez. 841. + Lak; а+лдЁ; čia kez, 
; л 
a=arctg 221,11. 842. т ча: a+nk, keZ, a-arctg 321,25. 843. Ne. 


846. Taip. 849. 850. 13. 851. 0. 854. m?—2. 856. b) Pavyzdžiui, apibrė- 


cos x ` 
žimo sritis nėra simetriška taško 0 atžvilgiu, todėl funkcija negali būti nei 
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lyginė, nei nelyginė; su kiekvienu T taškas 1--Т priklauso apibrėžimo sričiai, 
o taškas 1 jai nepriklauso, todėl funkcija negali būti periodinė; d) kadangi 
1(1)=3, (ii tai skaičius 1 netenkina lygybių /(х) =/(—х) іг f(x)— 
=—f(—x) ir todėl funkcija nėra nei lyginė, nei nelyginė; be to, funkcija lygi 
1 tik dviejuose taškuose x=0 ir х= —1, kai tuo tarpu periodinė funkcija turi 


įgyti kiekvieną savo reikšmę be galo daug kartų. 857. a) л; b) 2л; d) 7; 
е) 2л. 858. b) Pavyzdžiui, reikšmę 0 funkciją įgyja tik vieną kartą. 859. cos 2. 


860. tg a. 861. 1. 862. cos 4а. 863. cos x. 864. tg x. 865. Tsinaj ` 866. —sin a. 
: : ‚71 1 43 = 
867. —1. 868. tg? x. 869. 1—sin a. 886. — 23° — 83. — 7, — 83. 887. а) V3; 
4 4 1 —5y 2 
202; 05; b) =, m — y. 888. 7. 889. 14 . 890. 1+ УЗ. 891. 0,5. 
7. 5 
892. = ? 893.7 . 894. =. 895. 0. 900. a) sin (x+y) sin (x— y). 


5 5 2 
901. 4c0s Ž COS X cos rz 902. 4sin > *COS X COS F 903. 2 sin LET cos X 


40--л 


24— = 
2-5 л 904. 2 sin ( 30°- 5) cos (зо°+ 5). 805. 2sin Pax 


2a 
= 2 
x 4 2 cos 


4a— 
Xcos = z 906. 2 ѕіп 5° соѕ 40°, 907. sin (60°--а) sin (60°—а). 908. sin (a+ 
4-302) sin (0 —30°%). 909. sin (30°— о) sin (30?--a). 910. sin (0 — 60°) sin (0+60°). 


4 sin (60°--а) sin (60°— а) а : а 3 
911. — ажин. 912. 4со8(5 -15 cos (s -18) „ 915. 5: 
4 8 4 4 5 4 3 7 24 7 3 
“өс жээ MS эл ЭЭ Sea x. 
16 63 24 1 1 л л 1 
918. 65: — 6 919. — og. 923. > cos 10°. 924. 3 (cos $ +cos z) = 


1 д л 33-12 1--2 20? 1 л 
925. > m € —cos Эр ys- ү? ES 926. UM . 927. (cos $- 


1 1 1 
—cos 2x) =—5с052х. 928. — 3 cos (2а+ 8) . 929. 7 (cos 2Х--сов 2p). 


ys 


1 Е 
930. 7 (cos 2a—cos 2x). 931. cos 10°— 2 932. V3 aus 10°. . 933. cos 35°+ 


2 
--cos 5?— cos 15?— L А 934. cos 1?4-cos 3?-- cos 5?-- cos 7°-4-соѕ 9°+cos 11?4- 


1+ V3 
4 . 


-Lcos 139--сов 15°, 935. sin 30°-+ѕіп 15°=0,5+ V 0,5—0,25 V3. 936. 


y2-1 E 1 V3+ 


937. vun . 938. ——.— . 939. 2 940. 1/ 3. 941. 1+cos 2x. 942. 1—cos 4x. 


1 1 
943. 0,54-cos 2x+0,5 cos 4х. 944. — -5 cos 4x, 945. 2 — cos 12x. 946. 0,54- 


304 


--0,5 сов 8х. 951. 5 сов bx. 952. —6 cos 6... 

953. —a sin (2ax--2b). 954. 2 sin x--2x cos x— 

—2x cos (x+2) + (x2—2,3) sin (х--2). 955. (2x4- 

+1) sin 3x -3(x?4- x-- 1) cos 3x. 956. cos 2х. 
1 cos x 


957. Tos x — іп x T SİP *—C05 x. 958. 3; л; 
5л л 9л . 
Т 959. 2; 9575 960. Тар, 961. у= 


7л \ 3: 
=2 cos (2х+ TL 962. 3 cos (2c Th 963. y= 


=4 cos (2x+ x). 964. -а--2л/, keZ, a= 

=arccos (—0,25) =1,82. 965. а+л®, keZ, а= 
1 

=arctg 5 =0,46. 966. л-Е2д®; +e+4ak;, kez, . 


270 рәх. 


1 nk k 
a=2 arccos 5 =2,46. 967. Ex , ke. 968. T š 


l 
keZ. 969. (-1) а--л8, keZ, a-arcsin —= 


3“ 
= 0,62. 970. a4+2nk, B+2nk, keZ, а= 
3— V21 34 21 
=2arctg y z—0,52, В=2 arctg Ha, 
| л 
> ],80. 971. 7 4228, a4-2nk, keZ, а= 


=2arctg (—3) = —2,50. 


IV skyrius 
x* x5 х 
996. 7 +C. 997. = +C. 998. ——3. 999. tg x—1. 1000. —cos x--4. 1001. —2x+ 


1 
4-11. 1002. — дуг +5. 1003. sin x—1. 1004. Pirmas. 1. Sprendimas. Pirma 
pirmykštė funkcija yra 3V x--Ci, antra 3 y х+С;. Konstantas C, ir С» nusta- 
tome iš lygčių: ЗУ 14+C,=2 ir 3 V 8+C,=4. Iš ба C,— —1, C4 —2. Grafi- 
x 1 
kai pavaizduoti 270 paveiksle. 1005. — —9. 1006. med 1007. —cos х--сов 1+ 


5x3 1 kx? 
+7. 1098. tg x—2. 1009. >- —x--C. 1010.— = +4 cos x+C. 1011. р +bx+C. 
ax? bx? 1 4 
1012. > + +ех+С. 1013. х- 3 sin 3x 4- C. 1014, =з ctg 3х--0. 
3 1 — 
1015. $ tg5x+C. 1016. —2icos5+5 tg4x+C. 1017. 5 2x374C. 
1 —— v2 А 
1018. į (3x—2) V 3x—9--C. 1019. 1453 2) 0; 3) "UT 1020. 192,375; 9,77. 
16 | i 1 1 
1021. 888730 R+ +. 1022, 9. 1023, 1. 1024. 2. 1025.5. 1026. 1-р. 


2 А m a2 02) 
1027. 273 „ Nurodymas. Pirmykšte patogu laikyti iunkciją 3 š 


2 1 
1028. = . 1029. 1. 1030. 1. 1031. —. 1032. —2,5. 1033, 1,5. 1034, 0,9. 1035. 2. 
5 Үз 


1 5 š 
1036. 3. 1057. 20. 1088, 53. 1040. 2. 1041. 1з. 1042. 15. Sprendimas. 
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272 pav. 


Iš lygties x2= y х randame funkcijų y—x? ir y= 3 x grafikų susikirtimo taškų 
abscises: x=0 ir x=1. Ieškomasis plotas (271 pav.) 
1 1 


1 
TE E Bua Š. Š _ 3 
s= | Ухах- | e a= үх =3- 
0 0 0 
1043. Išnagrinėkime kreivinę trapeciją, apribotą kreivių у= —[(x), y=0, x—a 
ir x=b (272 pav.). Ši kreivinė trapecija simetriška pradinei. Todėl jos plotas 
lygus pradinės trapecijos plotui, o kadangi Ton — tolydi neneigiama funk- 
b 


1 
x3 


78 
0 


cija, tai S= f twas. Iš čia S=- Í rax, t. y. [тода -s. 


b с b 
1044. Í о) а= FQ) Е (a) ir [ ro f f(x)dx=F(c) —F (a) -F(b) — 


а 
, 


-ra-ro-ro we Ї io) (= =P oot 1047. Iš 


a 


t 
tikrųjų, eos fae) —0--v(f) (žr. 1046 uždavinį) ir x(0)=x+ 


to 
to 


«f v(u)du-xo--0- хо. 1049. 0,16 J. 1050. 0,161. 1051. 0,54J. 1052. yq (s — 


fo 


1 
-i) . Nurodymas. Ер)-- 1; čia y— teigiama konstanta. Todėl 
b 
b 2b)h? 
A= Ї (^ Y) dx= B „ 1053. +. og *. 1054. (a+b)h°og*. Spren- 
` a 


a 
dimas. Р(х) —slėgis į akvariumo sienelių dalį, esančią žemiau plokštumos, 
kuri nutolusi nuo pagrindo atstumu x ir lygiagreti pagrindui. Tada ieškomasis 
slėgis yra P(h) ir Р(0)--0 (273 pav.). Esančių tarp plokštumų, kurios lygia- 
grečios pagrindui ir nutolusios nuo dugno atstumu x ir х--Ах, akvariumo sienų 
plotas lygus 2(a-b)Ax. Slėgis į šią sienų daij apytiksliai lygus 2(8- 


2 AP 
b)Ax(h—x)9og —AP. Tada  P'(x)—lim — = ке і = 
T b)Ax(h—x)o ( j=lim Az =2(a+b)(A—x)og іг P(h) 


* 1053—1055 pratimuose o — vandens tankis, g — laisvo kritimo pagreitis. 


30€ 


^ h 


f ХХФЛХ X 
=P(0) + P'(x)dx=0+ Ї 2(a4-b h- р 
@+ | Pi | 265g 2-2 pu 
EN I a) 
— x)dx —2(a--b)og (в) овар, 
nr?h?og ym. M 
1055. — * 1056. r(ril 
Sprendimas. 274 paveiksle, a, pavaiz- - TT 
AxM 772, 2 
duoto strypo dalies masé lygi == „o ats- G@— Z > 


tumas iki materialaus taško apytiksliai 1у- 


gus x. Pagal Niutono dësni šia strypo dalj à 8) 
et үтМАх "— 
veikia jėga AF= TTT · Pažymėkime 


— š " 274 pav. 
F(x) jėgą, veikiančią strypo dalj, kuri yra 
tarp taškų su koordinatėmis r ir x, xs[r; 


rc, Шан “M ir F(r)=0. 
rl M M 111 
m - r 
Todėl ieškomoji jėga, lygi F(r+I), yra Ї m dx= ү" у, = 
f 
тм (1 1 500213 
= (+ = = . 1057. Er =4 160 00012 (erg). Sprendimas. 


274 paveiksle, b, pavaizduotos strypo dalies masė lygi oSAx; nepaisome strypo 
skersmens (pavaizduota dalis yra Ax ilgio atkarpa). Tada dydžio Ax eilės tiks- 
lumu šios strypo dalies kiekvieno taško linijinis greitis lygus өх. Sakykime, 
kad E(x) — strypo dalies [0; x] kinetinė energija. Atkarpoje (х) x--Ax] kine- 


2 So?x?Ax 
tinés energijos pokytis apytiksliai lygus = 9.363 ее, Todėl E'(x) = 


So?x? 
=Š 5 -Е(0)--0. Vadinasi, ieškomoji energija yra 


1 Й , 


So?x?dx x So? 
E()- f E'(x)dx- |" < Su [5 dx= Š син 
0 0 0 
40253 3 
1058. QS =11 52000072 (erg). 1059. 7x—2x*4-C. 1060. A +26—7x-+C. 


x 


I 10 — 
1062, — 5 (3--2х)-3--6. 1063. =" V7—3x+C. 1064, —10 cos s 


1. I 4 ? 
+ sin 6x+C. 1065. 1,5x?— 4 tg.8x-- C. 1066. — PYI a d ctg 3x +C. 


mm 1 засан 
1087. — = V3-. 1068. — 2—2. 1069, -2 V3—x-49. 1070. 33, antras. 


307 


Үз 7\0 


1071. 3. 1072. 9 V 3. 1073. "^ 1074. x 1075. —33,75. 1076. л. 1077. 0. 


2x 


2x 
1 1 1 
Sprendimas. Ї sin 3x cos 5x dx— > | (sin 8x—sin 2x)dx= > [—# с 8x+ 
0 


1 2x 1 1 1 
+ Y cos 2x ) | = (= * (cos 162 — cos 0) + > (cos 4л — cos 0) ) = 
1 


нийг (0—0) =0. 1078. л. Nurodymas. Taikykite formulę  cos?nx- 


1 2nx 
S —. 1079. л, kai k=m; 0, kai km. Nurodymas. sin х sin mx= 
1 | 0,5(1—cos 2Ёх), kai Ё=т, 
= x k—m)x— k+m)x)= 
‚ = y (cos(k—m)x—cos(k+m)x) а kai km. 


2 


2 2 
1 Р xl х-05-15 0,54х 

1080. PE Sprendimas. (2x— Dš dx= (8х--1)8 dx= Ї 

1 ын 


2 
1,54х 1 2 rg I 
+] Gp + en а z'g (4-1) 
1 


1 e 
-i($-1)-3. 1081. 2. 1082. >. Nurodymas. Raskite susikirtimo 


4 
taškų abscises iš lygčių 7; =7—3х <> 4—7x?—3x*4(1— x?) 23(x?— x?) ee 4(1— | 


х? 
—x) (14-x) 23x? (1—x) 40.2, (1—x) (3x2 —4x —4) =0. Iš čia x=1, x=2 агра х= — 


2 1 4n 8 1 эж 
—3. 1083. 45. 1084.--. 1085. 55 гү. 1086. 9. 1087. 5. Sprendimas. Ү x= 


= V4Z3x, kai x=4—3x (ir xz0), t.y. 

x=1. Ieškomasis plotas lygus kreivinių tri- 

kampių QAB ir ABC (275 pav.) plotų sumai, 
4 11 


4 
Бу. s= [Y xaxa Гуз ак 5. 05 
0 1 


0 
2 29 8 
-g (4—3х)!5 |. -4- б= 9) 97 


1 
1088. Sakykime, kad F(x) — funkcijos f(x) 
pirmykštė, G(x) — funkcijos g(x) pirmykštė. 
Tada F(x)+G(x) „yra funkcijos f(x) +-g (x) 


pirmykštė. Todėl J @)+а(х))ах= (Ро) + 


b a 
+6(9) | = F(6)+6(6)-F(a)-G(a) = 
b 


275 pav. 


=F(b)—-F(a) +60) —G(a) = | itoax- 
a 


_ 


b 
+ Ї g(x)dx. 1090. f f(kx+c)dx= L F (exo) = F (kRb+c) 27 F(ka+ 


a a 
&b-c 


11 ra )- | I КИ, 
+с) = +Í ka 1 f(t)dt. 1091. Pagal Niutono-Leibnico formulę 


ka+c 
visi tie integralai lygūs F(b)—F(a), kai F — funkcijos f pirmykštė. 1094. Kai 
шиг FOE F'(x) 2f(x) nesunkiai patikrinama; kai x=0, tai F'(0)— 


нэг —lim|x| = [0| =7(0). 1095. Kadangi (Е(х--7)--Е(хуу/-41(х-н 
x0 

HT) (х) =0, tai Ё(х--Т)- F(x)= C, remiantis funkcijos pastovumo pošymiu. 

Norėdami sužinoti konstanta C, į gautą lygybę jra$ykime x=0. Gausime C= 


=F(0+T)—F(0) = Tros Taigi su kiekvienux teisinga lygybė F(x4T)— 


0 
T 
—F(x)- f f(y)dy. Atskiru atveju, kai x=a, gauname 
° а+т Т 
F(a+T)—F(a) = J Kujay= f 100). 
0 


1097. Remkitës 1096 ено, жан J^ tuo, kad 
I z()dx— Í fG)dx- | (а(х) Р) ах 


1098. (Е(х)- г уо) f(—x)- Б-г jum f(x)=0. Todėl  F(x)— 
54 на =G. гар x=0, surandame, kad C=0. Todėl F(a)—F(—a)-0, t. y. 


f f(x)dx=0. 1099. Nurodymas. Remdamiesi funkcijos pastovumo požymiu, pa- 


g 

rodykite, kad F(x) +F(—x)=C. Kadangi C=F(0)+F(—0)=2F(0), tai F(x)— 
—F(—x)=2(F(x)—F(0)) su kiekvienu х taigi ir su xa. 1100. Nurod y- 
mas. Remkitės 1097 uždavinio rezultatu іг nelygybėmis /(х) <|f(x)| ir 
— f(x) S|f(x)|. 1101. (2x—2)o, 202, Sprendimas. Pritaikę sudėtinės funk- 
cijos išvestinės formulę, gauname: 0(/) =0' (0) =(2x—2)v, a(t) —v'(t) = (2x— 
-2)0"--2х/0--0--200--202, 1102. (3x?—4x)o, (6x—4)v?, 1104. Pasirenkame 
koordinačių pradžia elipsės centrą, o ilgio a „Pusašę — abscisių ašies kryp- 


timi (276 pav.). Tada elipsės lygtis yra = +5 =}. Iš čia |y|= 


x2 
„Ж: Vadinasi, elipses vir- 
šutinė pusė apribota kreivių y= 
sz Ма y=0, х=а ir х=—а. 
1 
Todél tos dalies plotas > S lygus 


a 


a 

| — b r 
[= Уа х? ца! 16 Va x ах. 
—a 


! 


1 
J yawa PEL š 276 pav. 
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kaip plotas pusskritulio, kurio spindulys a 

(277 рау). Taigi figūros, kurią riboja 

elipsė su pusašėmis a іг Ё, plotas lygus 
1 

2.579 = лаб. 1105. Vienalyčio kūgio ma- 

sės centras уга jo ašyje, nutolęs nuo vir- 


3 
šūnės + H atstumu (Н —kügio aukštinė). 


1 
1106. T VHog; čia ọ— vandens tankis, g — 
laisvo kritimo pagreitis, Н — kūgio aukštinė, 
4 
V — jo tūris. 1107. > aR'og, R — rutulio spin- 


dulys, g — laisvo kritimo pagreitis, o — vandens 
tankis. 1108. Taisyklingos vienalytės piramidės 
masės centras yra jos aukštinėje; jo atstumas 


nuo viršūnės lygus + aukštinės. 1109. Vienaly- 


čio lanko, kurio centrinis kampas 20, masės 
centras yra jo simetrijos ašyje ir nutolęs atstu- 
Rsin 

ч a 

mo spindulys. Sprendimas. Sakykime, kad 
koordinačių pradžia — apskritimo centras, ašis 
Ox — lanko simetrijos ašis (278 pav.). Lanką 
padalykime į 2n lygių dalių. Sakykime, kad 


a 
nuo apskritimo centro, R — apskriti- 


а 
At= . Tada abscisių ašies atžvilgiu simet- 


riškų lankų i-tosios (i=0, 1, ..., n—1) poros 
sunkio centras yra tos ašies taške, kurio koor- 
dinatė оғ А cos Ла, Tokios lankų poros masė 


2 
lygi 8 520; Яа о — lanko ilginis tankis. Tą 


lankų рога pakeiskime materialiu tos pačios 
masés tašku (R cos (i^a); 0). Gautos materia- 
liu tašku d masės centras yra abscisių 
ašyje. Jo koordinatė 


X(n) = 


a a a 
R? a 9 cos 0--R? — 0 cos т e . +R? — o cos 


o 


Ко = Re +... Кт 


max, rmoxad- ... fln Xn 
mi+m+ ... +m. 


sS 


277 pav. 


278 pav. 


(л Da 


Rio Atcosfo+Atcos +... +Atcosf, i _ 


Ко? n: At 


At cos ЛЁ cos +... БАЁ cos баг 


= A šia Жашы 


а 
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ia | 
я? i=0, 1, 2, 


a 


a 
АР- cu. Sitos trupmenos skaitiklis yra integralo [cos tat integraliné suma. 
0 


N 
^ 


R 
a 


х Ї cos t dí — 
0 


Raskime lanko masės centro koordinatę X—lim X(n) = 
n->00 


a „Rsina 
a 


sin a" 


V skyrius 
1111. Grafikas pavaizduotas 279 paveiksle. 
1 4 
1116. 3. 1117. —4. 1118. -00- 1119. 3: 
1120. i. 1121. 4. 1122. —4. 1123. 3. 
-1-13 = 13 
1124. —1; 2. 1125. 1-18, AEN. 


1126. —2; 3. 1127. 3. 1128. 3. 1129. 1. 
1130. 1; 3. 1131. 2. 1132. 2. 1133. 1. 


4 
1134. 113- 1135. 1,5. 1137. 8. 1138. 3; 11. 


1139. ]—1; oo[. 1140. [0; oo[. 1141. ] — oo; 
2[ 1142. [5 oo[. 1143. | оо; —3]. 
1144. |J-2; œf. 1146. —2 1148. —2. 
1149. 1,4650 *. 1150. 0,3562. 1151. 1,0958. 
1152. --3,3239. 1154. ]—oo; 7[. 1156. |--2: 

3[. 1161. Grafikas pavaizduotas 280 paveiks- 
le. 1162. 106:10,  10g> 10=3,3219. 
1163. logo;s 7; logos 7 = — 1,6162. 
1164. logs 0,7; logs 0,72 —0,1623. 1165. Ig a; 


I 
lg 1>0,4972. 1167. 2,5. 1169. >. 
2—logs 7 


1178. —3; 1. 1174. x= — 0046. 


1175. цаа ын 4,683. 1176. = V logs 7; : 

€——————M—————— A" 
€. 

V logs 7 =1,100. 1177. = 

—14- Vi3 

——9 —1. 1178. 19, оо [. 1180. 10, 0,16807 [. 

1181. 125, oo[. 1183. | xo; оо [, xo—logos 1155 

logi;;774-1 ` 

— 

=2,334. 1185. |Хо, оо[, x1=2—10g95 12= 

724,064. 1187. ] —3; 1f. 1189. 10, 1[. 1190. 10; 

0,001[ U 110, œf. 1193. logs 5. 1195. logs 10. 

1196. 1,0986. 1198. 3,8501. 1200. —0,3147. 

1201. 3e3*, 1202. —2e-?*, 1203. 2xe**, 


1171. —2,1. 


=—10,746. 1184. ]xo; oo[, x= 


280 pav. 


* Atsakymai apskaičiuoti labai tiksliai. Todėl, skaiciuciant pagal lenteles, 
gali skirtis paskutinis ženklas. 
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4. xm еёх(х-1)3 
1205. 0,52055--273е9!х, 1206. 5655-- 3 . 1207. (3x?—x3)e—*, 1208, "GE . 


x 
1209. 51n 3-35*--49 In 2-28-75, 1211. 2*.(In2-cos x—sin x). 1212. 72 (0,51n 7X 


3 —0,3* 3 x] 
хз ү, 1213, 03: (2x In 03 Vxino3+1) 


: ер 2 V x( V x--05)? 
*(In3— 15* (In 3-1 
1214. AL 1215. Didėja intervale ]—oo; 1], mažėja 


intervale [1; oo[. 1216. Mažėja intervale ] – оо; —0,2], didėja intervale [—0,2; 


| 
eo[. 1217. Mažėja intervaluose |-оо: 0] ir | 59 œj, didėja intervale 


2 2 4 
0, zl (25 2885) . 1218. Mažėja intervaluose ] —oo; 0] ir |- aoi: 


4 
оо |, didėja intervale | 0; — zw] . Taške 0 funkcija turi minimumą, taške — 


4 4 

— ino; unkcija turi maksimumą (теты). 1219. у--х--1,1220, у--3-3Х 

Lofln2. ER h). 1227. = 

in m—ina jg 9 ^' 9,922 ( ). . г-0,6395. 

1228. Sprendimas.. Sakykime, kad f'(0)=a. Tada f'(x) =lim Hetan ho | 
i20 

Fo F(Ax) —F (x) F(0) m FAx) —F (0) j n 

ne AZ =[(х) um. = -f(x)f/(0)-af(x). Todėl 

F(x) = Сех, čia C — konstanta, f(0) 2 Ce«-?—C; vadinasi, C?- C. C—f(0) -f(0) = 

--1(0--0) =f(0) =C, t.y. C2=C. Iš čia C=0 arba C=1. Taigi f(x) -e?* arba 

f(x) =0. Patikrinę jsitikiname, kad funkcijoms y=e** ir y=0 yra teisinga ly- 
101g 2 


XIn 3x (x — 1). 1224. . 1225. 9 min. 1226. £= 


gybé f(x1+4>) -f(xi)f (хо) (kokie bebūtų xı ir хз). 1229. igi 214,76 (min). 
1230. 12185 843106 (min). 1231. 500е—5=337 (m/min). 1282. A Я 
1234. SIEHT 1236. угу. 1238. L ‚ 1239. x?(1--31n x). 1240. -—— 
1241. yr n. (5539) i242, i = #© „‚ 1048, UC = š 


1244. y —x—1. 1245. у= 3 +In3—1. 1246. y=1g e(x—1). 1247. y=2+ Sis x 
X (x—9). 1248. Mažėja intervale ]0; e-!], didėja intervale (6-1, eo[. Taške 
e-! funkcija turi minimuma. 1249. Funkcijos grafikas pavaizduotas 281 ын 
veiksle. Didėja intervale 10: ё-2| ir [1; оо[, mažėja intervale [e-2; 1]. Taške 
e-2 funkcija turi maksimumą, taške 1 — minimumą. 1251. Mažėja intervaluose | 
10; 1[ ir 11; ef, didėja intervale [e; oo[. Таке e funkcija turi minimumą. 


2: 1 
1264. (х) = 1037 5—1, 1265. g'(x) = L, E Funkcijos grafikas pavaiz- 


y duotas 282 paveiksle. 1266. u/ (x) = —ex-*-!. 

Funkcijos grafikas pavaizduotas 283 pa- 
4 veiksle. 1267. —2; 2. 1268. —1; 5. 1269. 8. 
ez 1270. 11. 1271. 3. 1272. 0; 0,4. 1273. 10. 


1274. 5. 1275. 3. 1276. @. 1277. Grafikas 
pavaizduotas 284 paveiksle. 1285. хо--108з 755 
2 lg 0,3 nm 
014, 1 817712. 1287. x= бү 1 03570299. 
1289. -1, 3. 1290. —e. 1291. —1; 2. 
281 pav. р 
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1292. —5; 2. 1293. i . 1294. in3. 1296. 7. 


5—4 logs 7 


8 
1298. = . 1300. x= ES ы — 2,076. 


7 
1301. 0,125. 1302. 0,09. 1303. 5. 1304. VZ 


1305. ль, keZ. 1306. (—1)^ Ẹ +nk, keZ. 


1307. 3. 1308. 0,5. 1309. ]/2; 4. 1310. 0,5 
4(3—a) 
3+a 
1314. ]1; 3[. 1315. 11; eo[. 1316. 10, 
0,5[ 011; 1,5[. 1317. ]0; e5[. 1318. ]e2; оо [. 


2—logis 7 
1320. |х; оо[, х= 2198127 = — 0,5557, 


1322. | оо; 0]. 1324. ]—oo; 2[. 1326. ]0; 


9]. 1327. 10; оо[. 1329. 10,6, 1330, 4. 
1331. 3. 1332. 1,5; 3. 1333. 13. 1334. 6. 


10975, 1311. 0. 1312. logi 2. 1813, 


1 
1335. gr ; 3. 1336. 0,01; 0,001. 1337. 0,25; 4. 
1 


Ї 
1338. 3 27. 1339. 2. 1340. 73 7. 1341. 7 


1342. VTO; 100. 1343. ] –оо; 1[. 1345. 11; 
oo[. 1347. 128; 3[. 1348. ]—0,5; —0,255[. 
1349. 10,382: 0,4[. 1350. (0: Ц 1352. lk 
œf. 1353. ]—1; 3[. 1354. Je-!; e 
1356. ] —2; оо. 1358. | —оо; —1[ U 18: |. 
1360. ]—co; œf. 1361. ] —oo; ет а Dedi 
oo [. 1363. Intervalų ] 27k; ir ер aga 
čia keZ. 1365. —4 676. 136 
1367. 1,112. 1368. 3,248. 1369. 1,465. 
1870. 23,14. 1371. Pirmas. 1372. Pirmas. 
1373. Antras. 1374. Pirmas. 1376. —6e—?*, 
1377. —35e—5*, 1378. 13-35, 1379. —4 In 5X 
х5-4=, 1380. —61n 7.7—?*, 1381, —101n 3X 


Xx92-52, 1382. 5*(In5sin 2x 4-2 cos 2x). 
2* (In 2 cos x+sin x) tg x 
. 1383. T „1384. Va z+ 
Vx 1385 4x 4-sin 2x 
cos?x ' Í Ax V x sin? x ° 


x 


23 (3-3) In2— 19 x9) 


1386. — 8045439 — А 
1387 0,3* ((0,5 sin 2х +4 cos? x) 1п 0,8—1) , 
Ë cos? x (tg x+5)? 
1388. cos xesin =, 1389.  —sin xecos =, 
5 1п 3-35 {8 = —2 In 7-72 etg = 
1390. COS to 1391. пиг” мани. 
1 lge 
1392. žin?“ 1393. (2x—3) 13" 1894. "ux 


282 pav. 


283 pav. 


284 pav, 


813 


4lge 1 
SFA" 1396. 35 (з (5x) + i) 1397. 


2 үх-6- Vxin (2x) 


x cos x In (7x) —sin x 
x ln? (7x) i 


1399. 3x2]nx+<x2. 1400. ctgx. 1401. авг 


1895. 


1898. 


2x( Vx--3)? sin 2x * 
3x2 Vx+2 Їр e(3 cos 3x--2* In 2) 
1402. ———. 1403, —  — —. 
Vx(xi--4 Үх--5) In 11 sin 3x+2 
1404. e-*(6 sin? 2x cos 2x —sin? 2x). 1405. y —2x4-1. 1406, =+ x4-1. 


1 
1407. y=10. (In 10-x+1—1n 10). 1408. у-- з (n3:x—1—1n3). 1409. у= 
=2x—1. 1410. у--31ре-х-1е, 1411. Mažėja intervale 10, 1], didėja inter- 
л 3 
vale [1; oo[. 1412. Didėja intervaluose [-2 +2xk; si заа | , keZ; mažėja 


3л 


3 7л 
intervaluose [Z T 2n; x +2nk] , ke. Taškuose 1 


4-2nk, keZ, funkcija 


л 
turi maksimumą; taškuose — 4 1 2nk, keZ, funkcija turi minimumą. 


1414. Mažėja intervaluose ]0; e-!] ir [e; oo[; didėja intervale (6-1 e]. 
7 л л 
1415. Didéja intervale 1-2 +л№; -7 201 ir ] 9 Чи, — E +a ] 5 


л л, 
keZ; mažėja intervaluose [-4 Tx; 4 exe] , keZ. Funkcija turi maksi- 


л л 
muma taškuose — 7 +nk, keZ, minimumą — taškuose 4 +ak, kez. 


1416. Mažėja intervaluose 10, 1] ir [e?; oo[; didėja intervale [1; e?]. Taške 
1 funkcija turi minimumą; taške e?— maksimumą. 1417. Didėja intervaluose 
10; e-!] ir [e; œ|; mažėja intervale [e-'; e]. 1418. Mažėja intervaluose ]0; 
1] ir [4; œf; didėja intervale [l; 4]. 
1419. Funkcijos grafikas pavaizduotas 285 
paveiksle. 1420. Didėja intervale |--оо: 3]; 
mažėja intervale [3; oo[. Taške 3 funkcija 
turi maksimumą. Kritinis taškas 0 nėra 
ekstremumo taškas. 1421. Didėja intervaluo- 
se ]—; —1] ir [0; 1]; mažėja interva- 
luose [—1; 0] ir [1; oo[. 1422. Didėja inter- 
| 1 
valuose | 0; 4 | ir [1; oo[; mažėja in- 
1 
tervale Ё иог " . M23. In|x+7|+C. 
1424. 0,6 10 |5х+1] +С. 1425. —2,51n|3— 


—2x | +C. 1426. —0,81n|7—5x| +C. 
10 
1 ра 
1427. > In|x| +C. 1428. 07x? +C. 
n+l 


1429. 10 У/ x+C. 1430. +C. 1431. In 2= 


n+l 


In7 
=0,6931. 1432. > =0,6486. 1433. 105» 


21,6094. 1434. 3—3 In 20,9206. 1435. 6— 
285 рау. —21n323,8028. 1436. 4—3 In 3=0,7042. 
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k x 


286 pav. 287 pav. 


VI skyrius 


1437. a) Ne; b) taip; c) taip; d) taip. 1438. a) Taip; b) taip; c) ne; d) taip. 
1442. a) Taip; b) taip; c) ne; d) taip. 1443. Kiekviena lygtis, neturinti šaknų. | 
1444. х;>0. 1445. а) (> 2: 5 b) (1; —1); с) (—1; —3); d) (3y4-4; y); čia 
уеК; d) (25—3y; y); čia ye&R; 1) (159--2, y); йа yeR; g) Ø; h) Ø; 
i) @. 1446. 3. 1447. -i. 1448. 16. 1449. —3 i. 1450. Tokių reikšmių nėra. 


1451. a=R, a4. 1452. a —0,2. 1453. a—2,5. 1454. acR, 1455. (—3; 2; —1). 
1456. (2; 3: 1). 1457. @. 1458. @. 1459. (0,4; 0,5); (0,6; 0,3). 1460. (2; 1); 
(—1; —2). 1461. (4; —3); (4; 3). 1462. (2; 3); (3; 2). 1463. (4; 1); (1: 4). 
1464. (0,5; 4). 1465. (1; 2). 1466. (2; 1); (1; 2). 1467. (4,5; 0,5). 1468. (2; 18); 


(18; 2). 1469. (1; 2); (16; —28). 1470. (27: 4); (ат: -8). 1471. (16; 20). 


3 л л 
1472. (= 42h — ak). keZ. 1473. (e 5 +m; 2nk+ 3); 


2 
(c$ ^al; 9nk- 3): čia k, l&Z. 1474. (Žž -oni (2k—1); 


Т (-D'qg4 y Gp): ë z uw, (k- >; +1); ai 
4 (—1)'т tg QR) ; čia k, LIEZ. А =з + ъъ); čia kez. 


л л 
1476. [ sont ub к-а) { (але T -x-ak) ; čia Ёс, `ху=0,46, xi 


=0,39. 1477. (33 3): (59 +). 1478. (2; —1); (—1; 2). 1479. (1; 2); 


(2; 1). 1480. (1; VÐ; (1; — V2); (2; 1); (2; 21). 1481. (1; 9; (9; 1). 
1482. (1; 27); (27; 1). 1483. (1; 64); (64; 1). 1484. (3; 2). 1485. (7; 3); 


л л л йү 
(—7; —3). 1486. (z Tx; 4 422); (5 +л№; 2л1— 3| Čia k, lez. 
1487. Kampas. 1488. Juosta (286 pav.). 1489. Pusplokštumė, "kurią apibūdina 
antra nelygybė. 1490. Pusskritulis (287 pav.). 1491. Skritulio išorinės srities ir 
pusplokštumės sankirta. 1492. Koncentrinių apskritimų apribotas žiedas 
(288 pav.). 1493. Parabolinė nuopjova. 1494. Parabolinė nuopjova (289 pav.). 
1495. Aibė pavaizduota 290 paveiksle. 1496. сэр pavaizduota 291 paveiksle. 
1497. Trikampis, kurio viršūnės M (0; 0), M (—2; 1) ir M (2; 2). 1498. Trikam- 
pis, kurio viršūnės M (—1; 0), M (0,5; 0) ir M (2; 3). 1499. Trikampis, kurio 


315 


292 pav. 293 pav. 


| 1 1 
<): (5: i). 1513. Lygiagretainis (294 pav.). 1514. Lygiagretainis, kurio 
vir&ünés M (—3; 1), M (1; 3, M (4; 3) ir M (0; —1). 1515. Trapecija, kurios 
viršūnės M(0; —1), M(—6; 5), M(2; 1) ir M(2; —2). 1516. Trapecija 
(295 pav.). Eur? und keturkampis, kurio viršūnės M (—1; 0), M(—1; 1), ` 
М (3; 5) ir M (s; o). 1518. Iškilasis keturkampis. 1519. Išpjova. 1520. Aibé ` 


pavaizduota 296 paveiksle. 1522. Aibé pavaizduota 297 paveiksle. 


SUNKÜS UZDAVINIAI 


12 ; 
1528. Nurodymas. Įrodymas (ка racionalusis skaičius 5) pateiktas ! 
1 skyrelyje. 1524. Nurodymas. Sakykime, Кай р — liekana, nuo kurios, да+ | 


lijant m iš n, dalmenyje gaunami tik devynetai. Tada 1> L >1—10-* su kieke ; 


ТЇР. 


5-2 
э 


x A 


Pil 


294 pav. | . 995 pav. 


317 


296 pav. 297 pav. 


vienu natüriniu k. 1525. Nurodymas. Begaliné dešimtainė periodinė trupme- 
na gaunama, prie baigtinės dešimtainės trupmenos pridėjus sumą begalinės geo- 
metrinės progresijos, kurios vardiklis 10-* (k— periodo skaitmenų skaičius). 
1526. Sakykime, kad k — tos trupmenos periodas. Išnagrinėkime k skaitmenų, 
pradedant skaitmeniu, esančiu po k-tojo dvejeto. Visi tie skaitmenys yra sep- 
tynetai, todėl tos trupmenos periodas turi būti lygus 77...77, tačiau tai netei- 


k skaitmenų 
singa, nes visi kiti skaitmenys turi būti septynetai. 1529. Sakykime, kad y3- 
3 
em Яа p=Z, qe&N, E — nesuprastinama trupmena. Tada 3-5, ty. p= 
=34%. Išeina, kad p dalijasi iš 3. Į lygybę p3=393 įrašę p=3m, gauname 
27т3= 393, t. y. 9m3=43. Iš pastarosios lygybės aišku, kad g dalijasi iš 3. Tai 
prieštarauja prielaidai: trupmena yra suprastinama iš 3. 1531. Sakykime prie- 
šingai: lg 43= T. Kadangi lg 4320, tai galima laikyti, kad p ir q — natūriniai 
р E 
skaičiai. I$ lygybės 1g 43 = q gauname 104 =43. Iš čia 102=43q. Šita lygybė 


klaidinga: jos kairioji pusė dalijasi iš 5, o dešinioji — ne. 1532. Sakykime, 
V3+ V5=r — racionalusis skaičius. Tada 3+2- V3- V5+5=r. Iš čia 


ча (2-8 " — TIE T nuu ! 
ү15= 2 - Tačiau tai prieštarauja teiginiui, kad V 15 — iracionalusis skai- 


čius. 1534. Jei V2+ V34- V5-r — racionalusis skaičius, tai ү5-г- ү?- 
V3. Iš čia 5-02-2--3-2г V2—2r V3+2 V6, r-2r V3=2 V2-2 VG. 
Todėl r*--122—4r* /3—8724-24—16r V3 ir r*--4—24— (4r3— 16r) 1/3, Iš čia 
išeina, kad 1/3 — racionalusis skaičius (nes 4r3—16r>0). 1537. Nurody: 
mas. a) Pirmiausia panaikinkite V 3; b) pirmiausia skaitiklį ir vardiklį pa- 
dauginkite iš V24+ ҮЗ- l5; c) remkitės 1536 d) uždavinio rezultatu. 
1539. Sakykime, kad V2; ya ir V5 yra atitinkamai (m4-1)-asis, (n+ 1)-asis 


ir (p+1)-asis geometrinės progresijos narys. Jei b;>0 ir g>0 — geometrinės 
progresijos pirmasis narys іг vardiklis, tai 2=6į qm, 8—b7 q?^, 5=b į qo. 
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г plokštumų dalija erdvę ne daugiau kaip į 


Iš čia $ -008-9, g poo, (2) 7 (IY spren 


ir 25-2Р.5”-9--308-02940т-009, Jei q<1, tai lygybės abi pusės yra natūriniai 
skaičiai (nes m>n>p). Be to, kairioji pusė dalijasi iš 2, dešinioji — ne. Tai 
prieštarauja teoremai apie natūrinio skaičiaus skaidinio pirminiais dauginamai- 
siais vienatį. Jei g>1, tai paskutinę lygybę perrašome taip: 2»—"5^—m-—3»-m, 


“1541. a) 6; b) V3— V7; с) V5. 1542. Kai n pakankamai didelis, о e>0, tei- 


singos nelygybės А—е<а„<А-+є, A—e«c,«A-Fe, bet b,szc4«A-Fe ir 
b„>a,>A-e ty. A-e<b„<A+e. Iš ба |b„—A|<e. 1543. b) Pasirenkame 
£20. Tada, kai n pakankamai didelis, nykstanti seka (a„) tenkina nelygybę 


t + м t . . E 
las] € 9 Su tomis pačiomis п reikšmėmis turime: | лаа «др -M=e. 


1544. Nurodymas. Pirmiausia jrodykite, Кай konverguojanti seka уга ap- 
rėžta. Paskui, pavyzdžiui, sandaugos teoremą jrodome taip: ал-44--йл, b,— 
=B+ n; kai A ir B — sekų ал ir bn ribos, an ir Bn — nykstančios sekos. Todėl 
anbn= (Aan) (B+Bn)=€nPn +ABn +Ban+AB. Kadangi a4ps-- Apa +Ba, — 
nykstanti seka (žr. 1543 a ir b uždavinį), tai, remiantis 1543 c) uždaviniu, 
lim(a„b„)=AB. 1547. 0. 1548. 4. 1550. Kai п=1, teiginys yra teisingas, nes 


n->00 


; 4-1) (n2—n+6 ы : 
i plokštuma dalija erdvę į dvi dalis ir ionem —2, kai п=1. Sakykime, 


| kad teiginys teisingas, Ка! n=k. Įrodysime, kad jis teisingas, kai n=k+1. Pa- 


sirinkime vieną plokštumą ir išnagrinėkime jos ir kitų k plokštumų susikirtimo 
tieses. Tokių tiesių yra ne daugiau kaip k. Remiantis 214 uždaviniu, jos dalija 


Чы " : Qo (888822 0002 ММ? 
pasirinktą plokštumą ne daugiau kaip į 2 dalių. Pagal prielaidą kitos A 


| (e 1) (2—6) 
6 


dalių. Pasirinktos 


plokštumos kiekviena dalis dalija vieną nagrinėjamos erdvės dalį į dvi. Iš viso 


: . (R1) (2—R4- 6) k?+k+2 (k+2)(k?+-k+6) 
gauname ne daugiau kaip — s рее + — хийлэх шинэ 


k n4-1) (n2—n+6 
dalių. Tai sutampa su reiškinio DILDO ES reikšme, kai n=k+1. 


1552. Nurodymas. Skaičių 337+24-247+!1 pažymėkime simboliu B,. Tada 
5 
B.4,=16B,+11-387+2, 1555. a) 4 b) —2. 1556. Nurodymas. Su kiekvienu 


— А 1 1 1 1 1 1 1 
natüriniu k turime gry] t gpg t-e t gr > gari tgr +... + 373: 
— s 
2* dėmenų 
1557. Sprendimas. Tarkime, kad limx,=A іг įrodykime, jog. 
noo 
koks bebūtų 620, galima rasti tokį numerį М, kad visi n>N 


x x. eO b Ху 5 4 
tenkintu nelygybe ka «e. Pirmiausia randame numerį N, 


kad nelygybė [хе,—А|< 5 būtų teisinga, kai А> №. Jei n>N, tai 
++... Ха 
п 


шинн 4(Х2-А)--2.2--(Хи-4) 
n Eexn——— — 


-4| 
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№ e n-N, e 


+... м: N.A = s 
rd аса eo Bet 0 . 6-р. Kadangi 


n 


lim н А a tai yra toks skaičius №, N>N,, kad nelygybė 


n->00 п 


Xp x+ ... +X. 


Xi Xa... Fx N, —N A 
uim МА) «3 teisinga, kai n>N. Vadinasi, —— — — — — 


n n 
T —N 
-А| ge ataten ЛИН Vos es lor sas ТӨВ, 0, 1888, Nücodg. 
п 2 7212 
22 Va 1 
as. ыа) —— . Sita funkcija neturi ribos, kai x artéja prie 
x—0 x y х 


nulio. 1561. Jei parabolės šakos nukreiptos aukštyn, tai a0, jei žemyn, — tai 


b 
а« 0. Koeficiento b ženklas nustatomas iš formulės x4= — 2a! čia x; — parabo- 


lės viršūnės abscisė. Koeficiento c ženklas nustatomas iš lygybės PI. 
Diskriminanto D ženklas priklauso nuo parabolės ir abscisių ašies susikirtimo 
taškų skaičiaus: jei yra du susikirtimo taškai, tai D>0; jei vienas (t.y. para- 
bolė liečia ašį), tai D=0; jei susikirtimo taškų nėra, tai D<0. 1562. 
Ї 1 1 1 1 
Серет gnm) Nurodymas ясаар) 71-3 xt 


1563. a) f(x) =b arba [(х) =х; b) [(х)=х arba f(x) =b—x. 1564. x, kai n— 
lyginis; 3—x, kai n — nelyginis. Apibrėžimo sritis — aibė R. 1565. x, kai п — 


1 
lyginis, p kai n — nelyginis. Apibrėžimo sritis (koks bebūtų п) — visų nely- 


1 
giu nuliui realiųjų skaičių aibė. 1566. x, kai n=3k; Ix kai n=3k+1, ir 


-1 

EI. kai n=3k+2; D()-]-es 10 D; ә[, 0(5)-1-өө: O[ U (0: 
: 2 : 1 ax+b o. 

11 011, eo[, kai n>2. 1507. Taip. 1568. ==, az-0; b) x arba za (kai be 


z5—40?). 1572. Nurodymas. Su pakankamai didelėmis teigiamomis x reikš- 
mémis kairioji lygties pusė teigiama, o kai x reikšmės neigiamos ir jų moduliai 
pakankamai dideli, ta lygties pusė neigiama. 1573. Tiesės, kuri eina per parabo- 
lės tašką (xo; yo) ir kurios krypties koeficientas k, lygtis yra =! +R(x—xo), 
kai yo=axĝ --bxo--c. Šitos tiesės ir parabolės bendrų taškų abscisės randamos 
iš lygties ax?+bx+c=yọ+k(x—xo). Si kvadratinė lygtis turi vieną šaknį, kai 
diskriminantas lygus nuliui. Vadinasi, tada, kai k=2ax +b=g (Хо), 1575. Aibė 
Mo — parabolės y=x2 „vidus“, M, — parabolė, M; — parabolės „išorė“, M, — 
tuščioji aibė, kai £223. 1577. Taikykite matematinės indukcijos metodą ir La- 
granžo teoremą (iš Lagranžo teoremos išplaukia, kad tarp dviejų daugianario 
šaknų yra to daugianario išvestinės šaknis). 1578. Sakykime, kad daugianaris 
P(x) reikšmę A įgyja p kartų (p>n). Tada daugianaris P(x) — A yra n-tojo 
laipsnio ir turi daugiau negu n šaknų. Tai prieštarauja ankstesniame uždavinyje 
įrodytam teiginiui. 1579. a) Jei R(x)=C, tai C — daugianario, kurio laipsnis 
ne aukštesnis už A, šaknis, nes р(х) —Са(х)=0, o р(х) —Cq(x) — ne aukštes- 
nio už A laipsnio daugianaris; b) nurodymas. Remkitės dalmens išvesti- 
nės formule іг tuo, kad taškai, kuriuose 4(х) =0, nėra kritiniai — jie nepri- 
klauso D(R). 1580. Funkciją f(x) =sinx pažymėkime raide f. Tada pagal at- 
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1 
virkštinės funkcijos išvestinės formulę (žr. 67 skyrelį) arcsin’ x= Farcsinz) 7 
1 


л л 
= n . i i i = i in xe — 793 9 al 
eos latc sin X) (arc sin x) Kadangi sin (arcsin x) 2x іг arcsin | z? >] „t 


= л 
cos ноу (intervale |-ž: | kosinusas yra teigiamas). 


1581. Kaip ir 1580 uždavinyje arccos х= 


Taigi arcsin’ х= ——— "= 


1 1 — 1 ue. 
= sin (areeos m= Y= (kadangi intervale (0, л] sinusas teigiamas, 
tai sin (arccos x) = VIA). 1582. Kaip ir 1580 uždavinyje: arctg x= > 


1 


=cos* (arctg x). Kadangi tg (arctg x) =x, tai cos (arctg х) = Itig (аге х) = 


l 1 
Fe ds Taigi arctg' x— ТЕ? : 1584. Sprendimas. Suma arcsin x+ 
1 
x pažymėkime u(x). Tada u'(x)-arcsin' x4+arccos' х= — + 
-Farccos х pažymėki (x) a u'(x)-arcsi c Vi-s 


1 | 
ЗЭЭЛЖ Vadinasi, и(х)-0, С — konstanta. Norint surasti konstantą, 


a 


л 
pakanka apskaičiuoti 4(0). Turime C-u(0)-arcsin 0-- arccos 0—04- >=. 
Įrodymas baigiamas,  patikrinant, ar teisinga lygybė taškuose x==]1. 


К) - fc ZH L Fe) - fcx) 


1586. р(х) = =z +a pirmasis dėmuo — lyginė funkcija, 


antrasis — nelyginė. 1587. a) T>2; b) T=3, Т>То; kai To=6 > i ; с) Т»То 


Каі T,=4,4. 1588. Negalima papildyti: b) iki lyginės; a) ir c) pa nelyginės 
funkcijos. 1589. a) Taip (pavyzdžiui Dirichlė funkcija. Jos reikšmė lygi 1, 


x —racionalusis, ir 0, kai x — iracionalusis); b) ne, nes ҮЧЕ1- V2 turėtų 
būti funkcijos periodai, o jų suma 1— ne. 1590. a) п — bet koks; b) n— ly- 
ginis; c) tokių л nėra. 1591, Nurodymas. Funkcija įgyja reikšmę | tik 
viename taške — taške 0, 1592. Nurodymas. Funkcija įgyja reikšmę 2 tik 
viename taške — taške 0. 1594. Nurodymas. „Atstumas“ tarp dviejų gre- 
timų nulių x,=22R2 ir Ха--12(8--1)2 didesnis už kiekvieną teigiamą T, kai 


T= 2 
pakankamai didelis: Ху-Хү-л2(28--1) >T, kai k> = . 1595. Nurody- 
mas. Remkités tuo, kad visoje skaičių tiesėje apibrėžta tolydi funkcija įgyja 


didžiausią (arba mažiausią) reikšmę. 1596. Sprendimas. (sin 47 

+ sin61?) — (ѕіп11° + ѕіп 25°) = 2sin54cos7? — 2sinl8?'cos7? = 
Mrs Ки о 4 зіп 18° cos 18° cos 36° 2 зіп 36° соѕ 36° 

= 4 cos 7° sin 18? cos 36° = cos 7°. osd = I 182 


sin 72 


=:с05 PT 28 =cos 7°. 1597. 


I 1 
sinc P] nx sin % 9 (n4-1)x 


sin 0,5x . Nurodymas. Kiekvieną 


dėmenį padauginkite ir padalykite iš sin 0.5 х ir pritaikykite sinuso sandaugos 

sin 2 nx cos (2n—1)x 
sin 2x 

Kiekvieną dėmenį padauginkite ir padalykite iš sin2x, 1599. Nurodymas, 


Kadangi sin Д —sin (л— B C) =sin B cos C+ cos B sin C, tai iš  lygybių 


keitimo kosinusų skirtumu formule. 1598. „ Nurodymas, 
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— = $ = < gauname a=b cos Cc cos В. Analogiškai b=a cos Съ 
^ ^ ^ 

-Ес соз А ir c—a cos B+b cos A. Dabar pirmą gautą lygybę reikia padauginti 

iš a, antrą — i$ —b, trečią — 15 —c ir visas tris sudėti. 1601. Nurodymas. 

Remkités sinusų teorema. 1602. Nurodymas. Taikykite formules sin х= 


x x 
21870 l-t? xy x 1-cosx 

амжил osae m ig^ = ui 1608. а) Nurodymas. 
1-4162 ç 1-4182 5 


1 
cos 60? pakeiskite jo reikáme (5) ‚ po to gauta reiškinj padauginkite ir pa- 


dalykite i$ sin 20° ir triskart pritaikykite dvigubo argumento sinuso formule. 
1604. a) Fiksuojame tašką хо. Kūnui judant iš taško su koordinate хо į tašką, 
X 


kurio koordinatė x, atliekamas darbas lygus (Headz: f(x) — kūną veikianti 


х, 
jėga. Antra vertus, šitas darbas lygus u(xo) —u(x) (tai žinote iš fizikos kurso). 
x , 


Taigi в(х)-40)-1 f(z)dz. Todél(u(xo) —u(x))'— Ї f(z)dz i,t y. –и(х) = 


5% Xs 

=f(x). Pagal Niutono dėsnį f(x) --та(х), t. y. mx” (t)  —u'(x). 1605. Spre 
dimas. Pagal sudėtinės funkcijos išvestinės formulę gauname: Ё (0 

mx” (t) V , 7 7 , А n 

= (75) at) mx)" (0) жагрдхг(0) = x(t) qx" (0) — 10) = 
—x'(f).0—0 1608. Nurodymas. Išnagrinėkite bet kurį tos lygties spren- 
dinį x(t). Sakykime, x(0)= xo х'(0) =оо. Pasirinkime diferencialinės lygties 
sprendinį xi(f) 2A cos (07--ф) su tais pačiais pradiniais duomenimis (žr. 1607 
uždavinį). Tada x;(f) =х(#) —x,(1) — taip pat tos lygties sprendinys (žr. 1606 
uždavinį su pradiniais duomenimis x4(0) =0, x4(0) =0) ir, remiantis 1605 už- 


mx (t 2x 2 (t 
daviniu, šio judėjimo pilnutinė energija lygi 0: LEER! па O) =0. 


Iš čia х (1)-0, 1611. Nurodymas. Pakanka įrodyti, kad suma xi(1) + 

-ЕХо (0) tenkina diferencialinę lygtį х” (1) =—02x(1), t.y. kad (x(t) -xo(0))" — 

=—02ž(x (t) +-x>(1)). 1613. Nurodymas. Patikrinkite, ar formulė teisinga 
2M3 : 

šioms funkcijoms: y=1, y—x, y=x2 іг y—x?. 1614. emi Яа g — laisvo kri- 

Ç - xoR?H? А men "e 

timo pagreitis. 1615. lc Sprendimas. Sunkio jėgai nugalėti. atlik- 


п- 


tas darbas lygus smėlio potencinės energijos pokyčiui. Nupjautinio kūgio, kurio 
aukštinė Ax ir kuris apribotas pagrindui lygiagreciomis plokštumomis, nuto- 


„lusiomis nuo jo atstumu x ir х--Ах, tūris lygus (dydžio Ax? eilės tikslumu) 


S(x)Ax; S(x) — plotas pjūvio, gauto, perkirtus kūgį plokštuma, lygiagrečia 
pagrindui ir nutolusia atstumu x nuo pagrindo. Nupjautiniame kūgyje esančio 
smėlio potencinė energija lygi AEzQoxS(x)Ax (dydžio Ax? eilės tikslumu). 
Norėdami surasti S(x), išnagrinėkime kūgio ašinį pjūvį (298 pav.). Trikampio 
PCT aukštinė, išvesta kraštinei PT, lygi Н-х, Iš trikampių PCT ir ABC pa- 
PT Н-х AB|(H—x : 

našumo  gauname: i = “до 15 čia ЇРТ|-- ив) , S(x)= 

(Н-х) Аы: 2-2 : : : 
=x (0,5|PT|)?= nR? H2 - Nupjautiniame kūgyje, apribotame pagrindu ir 


aukštyje x išvesta jai lygiagrečia plokštuma, esančio smėlio potencinę energiją 


pažymėkime E(x). Tada E'(x) —lim AE = aQR UT x)* ir A-E(H) -Е(0) = 


Ax АХ H? 
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Х 
/N 
ыг LAA р 
8 a A 
i p 
298 pav. 299 pav. 
H H H 
. 9 2 
| E'(sdx- | лок (Tx -2Hx?4- x3) dx ло? (H2x—2Hx2+ x9)dx= 
0 0 
ло Бэ 2HÓO ж ) р noR?H* ( LEE i ) NEU 
“E (T ^8 t4ls" B 53“ 17717 


3 
1616. 54 — —4950005? (erg.) Sprendimas. 299 paveiksle subrūkš- 


niuotos plokštelės dalies masė apytiksliai lygi oydAx; remdamiesi trikampių 
h—x 

ABC ir РОС panašumu, sužinome, kad у= 50-9. Kadangi | plokštelės 

storį nekreipiame dėmesio, tai šios dalies kiekvieno taško linijinis greitis (dy- 

džio Ax eilės tikslumu) lygus «x, o kinetinės energijos pokytis AE lygus 
gada?x? (h —x) Ax si ат : de 
A мг (dydžio Ax? eilės tikslumu). Dalies BQPA kinetinę ener- 

giją pažymėkime E(x). Tada 


h 
жуул AE oado2x2(h—x) | ; 
Цагт гэж жинсэн | preyaz= 
0 
h 
сс шин, 4 ees =) h _ gadožhs 
2h х= 9 V 39 4l 24 ° 


0 
1617. Vienalyčio pusrutulio, kurio spindulys R, masės centras yra jo simetri- 
jos ašyje, nutolęs atstumu 3 R nuo rutulio centro (300 pav.). Sprendimas. 


Pasirenkame koordinačių sistemą, kurios pradžia yra rutulio centras, о pus- 
rutulį ribojanti plokštuma sutampa su plokštuma Oxy (301 pav.). Pagal Pita- 
рого teoremą skritulio, kuris yra pusrutulio pjūvis plokštuma 2-4, spindulys 
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lygus VRE. Suskirstykime pusrutulj Af storio 

skridiniais. Skridinio, apriboto plokštumų z=£ ir 

Z—Í--At, masių centras yra ašies Oz taškas, ku- 

rio koordinatė lygi і (dydžio Af eilės tikslumu), 

nes skridinio simetrijos ašis yra Oz. To skridinio 

„masė Am lygi oV (о — pusrutulio tankis, V — 

skridinio tūris), t.y. Am=n9(R2—12)Af. Ieškant 

masės centro, kiekvieną skridinį galima laikyti 

309 materialiu tašku, kurio masė lygi skridinio masei 

раж ir kuris уга &io skridinio masés сепігаѕ. Pagal 

baigtinio skaičiaus materialiu taškų sistemos ma- 

sių centro formulę gauname: pusrutulio masės centras yra ašies Oz taškas, 
kurio koordinatė apytiksliai lygi 


foo (R2 —18) M--tig (R12) Аі... +tn аол(82-412-1)А/ 
(A) = an (REI) AC on (RE— H0) АГЬ... FOR (RI— I2 DAT * 


čia їу- ААГ (Primename, kad materialių taškų, kurių masė mi, mo, ..., ma, 


esančių taškuose su koordinatėmis 21, 22, ..., Zn, sistemos masės centro ko- 
Mazi H ms25-- ... +2» 

dinatė уга —— n. .) Gautos trupmen aitikli - 

ordi y тт... FMn ) s trup os skaitiklis yra funk 


cijos ọnt(R?—t{) integraliné suma, o vardiklis — funkcijos ox(R?—1/?) integra- 

linė suma. Kuo mažesnis Af, tuo tiksliau trupmena išreiškia pusrutulio masės 

centro koordinatę. Kitaip sakant, ši koordinatė yra lim z(Af). Kai А--»0, gau- 
At—0 


R 
tos trupmenos skaitiklis artëja prie | ont(R?—1)dt, о vardiklis — prie 


R 0 
Ї on (R?—12)dt. Taigi 
0 
R 
[oxtge-eat (Re түк quu, 1 
DUE С 2 da 15 К*— 48) TR 5 
"Гана “(= (noue) $e 5 
| exci at ex |R- g jlo К° = R gd 
0 


1618. Vienalyčio pusskritulio masės centras yra jo simetrijos ašyje, nutolęs | 


4R 

nuo skritulio centro atstumu Em (302 рау). Sprendimas. Sakykime, pus- 
skritulio centras sutampa su koordinačių pradžia, o simetrijos ašis — su aši- 
mi Ox. Ašies Ox atkarpą [0; R] padalykime į п kongruenčių ilgio Ax dalių 
taškais Xj, Хо, ... , Хар іг išveskime tieses Х--Хү, X=X2, ... , X—X4..,. Pus- 
skritulio dalies, apribotos tiesių x-x; ir x-xi--l(xo-0; x,=R), masė apy- 
tiksliai lygi 2Ax Y R-xi o (o — pusskritulio tankis). Norėdami surasti (apy- 
tiksliai) masės centro koordinatę, kiekvieną tokią pusskritulio dalį pakeisime 
materialiu tašku, kurio masė lygi 2Ax ҮР xo, esančiu ašies Ох taške, 
kurio koordinatė x;. Pagal baigtinio skaičiaus materialių taškų ѕіѕіс:поѕ ma- 
sės centro formulę tas centras yra ašies Ox taške, kurio koordinatė 


2x00 V 2х9 Ах--Эхүо V R2— x? Axt... --дхагл0 V 82-х2 AX 


2o }/ RIC xE Ax--20 | Ех Ax+ ... +20 V RI-xi aM 


p 
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Sios trupmenos skaitiklis yra funkcijos 2xQ VR?—x3 integraliné suma, var- 


diklis — funkcijos 20 |/R?—x? integralinė suma. 
R 


Pusskritulio, kurio spindulys R, plotas lygus 2 f VR1— xidx -0,5xR3, 
0 
R 
Norėdami apskaičiuoti | 2x V R2—xidx, pirmiausia atkreipiame dėmesį į tai, 
0 


kad ((R2—22)')'=> -(—2)x V 2-5, Todėl funkcijos 2х |/R?—3? pirmykš- 
R 
2 3 
te galima laikyti funkciją F(x)—— 3 (R?—x2)". Vadinasi, Ї 2x 1/82--х24х-а 
0 


2 2 
=F(R)—F(0) =0— (- 4 к) =з R?. Eidami prie ribos, kai Ax—0, gauname 


2 
$7. R 
x=lim х= 1 =3д. 1620. —1356. Sprendimas. Pirmiausia taikysime 
АХ- 0 7 nR? л i 


keitinį: £—14- i. Tada х=41—4; 5—x-9—4t. Iš keitinio formulės randame 
1 1 
apatinį ir viršutinį integravimo rėžį: 1+ -0=1 ir Ide :28—8. Taigi ieško- 


8 
1 9 — 27 12 48 
masis integralas lygus ox f (75 -4 yz) dt=4 (s VB 5 3 8) = 
1 


27 12 2 
=4 G (4-1)- 5 (32-1) —4(40,5 — 74,4) = — 135,6. 1621. ws Nurod y- 


mas. Pakeiskite kintamąjį pagal Їогшше y=1- +. 1622, x*(1--In x). Ми 


304 pav, 
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/9 


-43 --05 0| 05 15 25 X 


305 рау. 306 рау. 


rodymas. хх=ех!" х, 1623—1626. Grafikai pavaizduoti 303—306 paveiksle. 
1 


1627. [—0,25; 2]. 1628. [—7; 3]. 1629. ]0; оо[. 1630. le *; E Миго4у- 
mas. Kadangi (x*)'=x*(1+1n x) (žr. 1622 uždavinį), tai yra vienintelis kri- 


tinis taškas х= >. Šiame taške funkcija turi minimumą. 1631. Aibé pavaiz- 
2 | 1 
duota 307 paveiksle. 1635. B 1636. In2. Nurodymas. Iškelkite P uz 


1 23 Эн 
skliaustų. 1637. ГЕН 1638. 3. 1639. Kai ac]—6 V3; 6 V3[ — tris šaknis; 
kai а=<6 V3— dvi šaknis; su visomis kitomis a reikšmėmis — vieną šaknį. 

3 = 

: : : 847 
1640. Nurodymas. Pakéle kubu, jrodykite, kad x= | 6+ 97 + 

3 шоо 

B 847 ' : 1 | : 

+ V 6— 797 Yra lygties x3—5x—12=0 šaknis. Pastaroji lygtis turi tik 
1 

vieną šaknį. 1641. Kai 0<a<1 їг 1<a<e ° . 1642. а) a, be] —oo; 2| arba a, 


be]2; oo[; b) Се] – оо; 0f U]3; co[; c) a, b<—C arba a, b>-C. 
VISO KURSO UŽDAVINIAI 
1643. x+1. 1644, —4, 1550, Ї»-4. 


=: тий 

22 7-2 1645. —a95—2a-15, kai а51. 1646. 72. 
2 а 

J kai а==1. 1648. 25%. 1649. 75 km/h. 

KL 1650. 4 km/h. 1651. 55 km/h. 1652. Per 6 

ir 12 dienų. 1653. 140 m. 1654. 160 g, 

22 2095. 1655. Per 5 h, 7 h. 1656. 4 m/s, 

2 Р 2 3 m/s. 1657. 240 m?. 1658. 35. 1659, 12 g, 

Z< TEEN 48 g, 1,5 g/cm?. 1660. 3; 8; 3. 1661. Visi. 

KAI X 1662.7: 4 1664. 375. 1605. LOL 

: 1666. 8,072. 1667. 81,108. 1669. 2,53. 

1671. 1. 1672. “Рїгтав. 1673. Lygus. 


р 1674. a, kai |a| 51. 1680. Nurody- 

22 / mas.  Remkites lygybe sin (k--1)x— 
k 1 

=sin kx cos x+sin x cos kx. 1682. uu 


g 


1683. „2, ia — 2 ab 
307 pav. 2—sin x a—2 l/ab4-b 
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š L a—aanamananaunananamanananaaaanadllanaansaaaaanmananamanamaumasaananananaamanaasn —————————————— 
„i is I ' 'ooRA————!dá"———————————— ———————— 


308 pav. 309 pav. 


LEE 5 41 3 17 
1685. —tgx ` 1686. 155. 1687. 299: 1688. 7- 1689. сл. 1695. I arba III. 


-2Vm 
1--т 


1702. —2 V2. 1703. 0,719. 1704. 


1 gs 
1696. II. 1697. —1. 1698. 1699. Vio: 1700. iz . 1701. +2. 


1713. ]—%; 7— V34[ U 74- V 34; 


iB 
4l те. -VE 1105 9+ V105 


Ёс at YS ag, R. 


оо [. 1714. | —oo; co [. 1715. [-# 
2 
1718. | —co; —04[ U]2; oo[. 1719. ] —oo; co[. 1720. [-3: 3] . 1721. x?— 


—9x—2-0. 1722. —90. 1728. 7 (3; 0). 1724. M (—1; 17). 1725. M (2; —3). 
1726. y=2—0,5x2. 1727. у=0,5(х+2)?--3. 1729. Grafikas pavaizduotas 308 pa- 
veiksle. 1730. Grafikas pavaizduotas 309 paveiksle. 1722. Grafikas pavaizduotas 

nk 
310 paveiksle. 1734. Grafikas цэ su funkcijos y—2 grafiku, kai хэ ЧЭ 


keZ. Funkcija neapibrėžta, kai х= x kezZ. 1736. Grafikas pavaizduotas 311 

paveiksle. 1737. СгайКав pavaizduotas 312 paveiksle. 1738 ir 1739. Funkcijų 
87 

grafikai sutampa (313 pav.). 1740. 1. 1741. 0,5. 1742. Ч» 1743. Nei lyginé, nei 


nelyginé. 1744. Nelyginé. 1745. Nei lyginé, nei nelyginė. 1746. Nei lyginė, nei 
nelyginė. 1747. Lyginė. 1748. Nei lyginė, nei nelyginė. 1749. Nelyginė. 1750. Ne- 


yi Ий ans 4 — — 
lyginė. 1751. l/2. 1752. — (2, 1754. 12х5—19х#++1. 1755. Gy 
21g xlge 2lgx 


1756. (х--1) cos x--sin x— cos? x+ x sin 2x. 1757. " cos?x * 
60x(3—x?) k 1 2 = 
1758. "552373 + 1759. 60 m/min; 36 ш/ший, 1763. у= —2x—4; y—2x; у= 
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310 pav. 


| =5x—2,25. 1764. y L5x- 1,5; didėja visoje skaičių tiesėje. 1765. y=1+ 1, 


i mažėja intervaluose |-оо, O[ ir 10, oo[. 1766. y= = . 1767. у=100:(х— 1). 


i 10*—1 
| 1768. y=3*—2. 1769. 95105417 1770. Funkcija didėja intervaluose ] — оо; 


1 1 
sl ir ls 5 «|. 1771. Funkcija pastovi apibrėžimo srityje, t. y. y=—0,5, kai 
x>-0,5.1772. Funkcija mažėja intervale | — оо; —1]; didėja intervale [—1; оо [. 
Taške —1 funkcija turi minimumą. 1773. Funkcija mažėja intervale | — оо; 2]; 
didėja intervale (2, oo[. Taške 2 funkcija turi minimumą. 1774. Funkcija didėja 
intervale ]0; e]; mažėja intervale [e; oo[. Taške e funkcija turi maksimumą. 
"1775. Funkcija mažėja intervale (0, 1[; didėja intervale (1, oo[. Taške 1 funk- 
cija turi minimumą. 1776. Funkcija mažėja intervaluose |-оо:-1| ir | —1; 0]; 
didėja intervale (0, oo[. Taške 0 funkcija turi minimumą. Kai х= —1, funkcija 
neapibrėžta; kai Х---1, neaprėžtai didėja |y|. 1777. Funkcija didėja interva- 
luose [xo—3-4-2z£&; xo--2xk], k=Z; mažėja intervaluose [xo4-2x; x94+1+ 
+2nk], keZ; taškuose x44+2nk, kezZ, funkcija turi maksimumus; taškuose 


2 M. 
Xo--m--2xk, keZ, funkcija turi minimumus; xo-arctg 39059. 1778. Funkcija 


e 


| 1 B! í l 
| mažėja intervale Jo: +]: didéja intervale Н el . Taške Ç funkcija turi 
minimumą. 1779. Taškuose nk, keZ, funkcija turi ша” эв, taškuose 
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л 
2дЁ+ 3 keZ, funkcija turi y 
minimumus. 1780. y(3)=135. 


7 : 
1781. -4 g ( kai x= 


= + 1°), 1782. 1. 1783, 3 cm, 


6 cm, 4 cm. 1784. Styga nutolusi 
nuo lietimosi taško atstumu 1,58. 


д 
1785. 3- Sprendimas. Saky- 


kime, kad trikampio pagrindo il- 
gis 2b, o kampas prie pagrindo 2a. 
Tada (315 рау) г-(|ОН|- 
wn S b tg a. Trikampio 
lotu išreikškime 6: = 
P 051AC|1. 1ВН|--5-0 tg 20. 15 


S 
Ча b2= ТОРГЕ Rasime spindulio 314 pav. 
kvadrato maksimumą: 
Stg?a S(l-tgža)tg'a 


2— Ža 23 Md 
г2= 02 tg а= 2iga — Ziga = (60-18 а). 
1—tg?a 
Skirtumą tg a—tg?a pažymėkime и(0). Reikia apskaičiuoti didžiausią funkci- 
š 1 . л 7 1 31g?a  1—3tg*a 
jos u(a) reikšmę — [ °: =]: и' (а) = ре рея -282 = E ru 


` u'(a) =0, kai tg G= + ys" Бу. kai a=nk+ e keZ. Iš tokių taškų tik vie- 


л л л 
паѕ — 0= 6 yra nurodytoje atkarpoje. Kadangi и(0) =и (=) =0, u (5)- 
2 : | ТООРОТ Е ИРЕТИ: 
z yj" atkarpoje | 0; 4 | didžiausią reikšmę funkcija u (a) įgyja, kai e= 6° 
л — 20 
Kampas prie viršūnės lygus 1—4a— — =. 1786. V 4V. 1787. ys cm. 1788. ys 


Sprendimas. Išnagrinėkime ašinį pjūvį ritinio, įbrėžto į rutulį, kurio spin- 
dulys R (316 pav.). Iš trikampio АОВ pagal Pitagoro teoremą |АВ|?= Ао 


k? 
-|ВОГ, t. y. г2=К2— 7; čia r— ritinio pagrindo spindulys, ñ— јо aukštinė; 
h3 h3 
V=nržh=n [h — 5) . Reikia rasti funkcijos V(h)=x (а 2 didžiausią 


8 

c atkarpoje (0, 2R]-V'(h)— 2 (к 3 -r Ls 3! V'=0, kai 3/2--4К2, t. y. 
2 

Kadangi V(0)=V(2R)=0, o ‚(г 20, tai funkcija V(h) įgyja 


zl 


2R 
didžiausią reikšmę, kai һ= ys 1789. Sprendinių nėra, kai Rzz0,5H; kai 
R«0,5H, г--05НК: (H—R), R<0,5H. 1790. R—1,5r. 1791. 4R. 1792. H—R Y 3. 


Sprendimas. Sakykime, kad apie pusrutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas 
statusis skritulinis kūgis. Išnagrinėkime kūgio ašinį pjūvį (317 pav.). Remda- 
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x R 
miesi trikampių AOC ir OBC panašumu, rašome VERECH Iš čia x?— 


HH xi 
H?R? 
=FR’ 
1. 
з лК?((Н2— КӘ)ЗН2—Нз-2Н) рана. apaga - 
m THB = 3(H2-R22 > V'(H) «0, kai H=R үз. 
Dar reikia patikrinti, ar tikrai su šia H reikšme funkcija V(H) įgyja mažiausią 


1 1 H3 
V(H)= y n2H— y aR gw V'(H)= 


2 
reikšmę intervale ]0; oo[. 1793. 5-1/3 cm, h=40 эр cm. 1794. R= 


x+4 ° 
P 23 
H= 2144: 1795. 110 h. 1796. 24 m. Sprendimas. Sakykime, kad stebéto- 
jas yra taške O, nutolusiame nuo sienos atstumu x (318 pav.). Reikia rasti, 


бал N N еМ 
su kuriuo х EOB yra didžiausias. Kadangi ЕОВ = ЕОА – BOA, todėl 


32 18 
^ ^N Zx х x 1,4х 
tg EOB=tg (БОА – ВОА) = 7738 18735456 ` 

ГЭЭЖ: 


4 л 
Gautąjį reiškinį pažymėkime f(x). Kadangi 0< OEB< g ir intervale | o; sl 
tangentas didėja, pakanka rasti x, su kuriuo f(x) įgyja didžiausią reikšmę in- 
tervale (0, oo[. 
А (265,76) — x-2x 14(576—232) |, 
Р(х) = (x?4-5,76)2 (14 (х2+5,76)2 ° Р (х) =0, 


kai x=2,4. Intervale |2,4; оо[ funkcijos f(x) išvestinė yra neigiama. Todėl 
f(x)<i/(2,4), kai x€]2,4; oo[. Analogiškai f(x) «/(2,4), Каі x=[0; 2,4[. Taigi, 
kai x=2,4, funkcija j įgyja didžiausią reikšmę 


27 
intervaie [0; оо[. 1797. 4 V2 m. 1798. 1 35h. 


1799. Puslapio ilgis 30 cm, plotis 20 cm. Spren- 
dimas. Sakykime, kad puslapio ilgis x. Tada 
tekstas yra stačiakampis, kurio kraštinės x—6 ir 
384 . „ 3984 4 А 

x—6' Puslapio plotis x—6 +4, o plotas lygus 
384x ЯВ uo 5 

x—6 t4. Reikia rasti mažiausią funkcijos f(x) = 


384x "ES š 
= 16 +4 reikšmę intervale ]6; оо! (х) = 
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—6—x —384-6 


=384- тоон +4= (өр +£ Г00-0, kai 4(x—6)?=384-6, t.y. kai 


84 
x=30. Tada puslapio plotis lygus xs +4=16+4=20. 1800. 20 km/h. 


Sprendimas. Jei x —garlaivio greitis, k — proporcingumo koeficientas, tai 
antra išlaidų dalis lygi x’. Norėdami rasti k, įrašome x=10. Tada 30=1000k. 


1 
Iš čia £—0,03. Kelio 1 km garlaivis nuplauks per Ç h. Per šj laika išlaidos 


I 1 480 

lygios 480: x +0,03х°. =. Reikia rasti mažiausią funkcijos F(x) = 7 +0,03х° 
480 480 

reikšmę intervale ]0; oo[; F(x) =— = +0,06х; Р(х) =0, kai х%= 506 ‚ һу. 


x=20. Nesunku patikrinti, kad šitame taške funkcija įgyja хумсыг reikšmę. 
1801. ]1; 2[ U 13: eo[. 1802. ] —oo; 2[ U ]3; 5[. 1803. ides U [l; ol. 


1804. ]—4; —1[ U]—1; 6[. 1805. 11: 2[ U 13: 4[. 1806. [- Vs —1] UL 
-— 2 
Үз]. 1807. © +In|x|+C kiekviename intervale, kuriame nėra 0. 


2 3 S 1 
1808. > V2x' +C. 1809. > sin3x—2cosx+C. 1810. — i хх. 
(х— 1) 


1811. 3 


+C, kai x1. 1812. 3In|x--4|--C kiekviename intervale, ku- 


; I 3 
riame nëra taško —4. 1813. — z ctg 2x+C. 1814. > tg 2x+C. 1815. x2+ x34-C. 
1 
+ V2 
Vš-1 Гал £e 3 ИЗ. вэ. 58. 


1820. Tac s 1821. ——— 1 7— j 


nk 
. 1826. 12—1n 573,953. 1833. 15. 1834. i. 1835. = B kezZ. 1836. 2x5; 


1816. 7 x!*V? LC, 1817. x2 3x4, 1818. — os 2443. 1819. y —x3—5. 


5 
1823, 20 6. 1824. 18. 


w| = 


1825. 1 


л 2nk 
F ah keZ. 1837. 07; n+2nk, keZ. 1838. 3208, (-1)89-8 ak 


2n, : bos А 
ре2. 1839. "P ER, , keZ, a= arcos = «0,64. 1840. = +nk, kez, 


a=arctg +> 5 0,395. 1841. 315 ak E — > bah а uh nk— су, kez, 


1 a Әле mk a 2n 2mxh 2nk 
а= агссоѕ (21) 81.74. 1842. зэ 3^3 3! St I = = 


I : 9 
— <, keZ, a*arccos (- п) = 1,64. 1843. 3. 1844. 2; 4. 1845. —1; 1. 
1846. —1; 1; —2; 2. 1847. |-=: гэг [L5; оо [. 1848. 12: 3[. 1849. ] — oo; 
—3[U]—1; 100 13; ой 1850. ]—e; —15] U [—1; 1 U (15; |. 
1851. 1—3,5; —3[. 1852. №: 3l . 1853. ] — o; —2[ U ]4: oo [. 1854, ] во; 

: 4 i 
34[ U 14; œ[. 1855. ] —3,5; O[. 1856. ] 1; 4%]. 1857. | -s E . 1858. @. 
1859. (1; 0; 2; —1). 1860. (1; —2; —1; 2). 


R 


lim f(x) b 


X Ax) 


ѓо) = im LAO у 


Х-Х, Х-Х 
f(x) = lim IGO Fx) 2 
у Х-х, ХХ нэ. 


Yi )= 0 


(С)-0, (Cu) =Си; C- konstanta 


(хп) «nx! x QE y)-utvy' 


^ UV-UV 
EST 


r , u 
(uv) = UV + uv (7 


CICC) = gto) (х) 


sin(—x)=-—Sinx , cos(—x)= сох 
Sin(x* 2x)-Ssinx , cos(x*2m)- cosx 
lg(x£n) = gx 


sin(w+ B) = sina.cosB + cosa sinB 
cos(4+B)= cosa cosB- sina sinB 


«#2 +kr (ke Z), 


іда + tg B | : 
tgl +В) = 11084087 | B*7 ^m (me Z), 


T : 
| «t B* tnn (neZ) 


